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Chapitre 1

Groupes

Définition 1.1. On appelle groupe tout couple (G, x) formé d’un ensemble non vide et d’une
loi de composition x vérifiant

1.V (r,y) € G*:xxye G (lci).
2.V (x,y,2) € G3: (w*y)x2=xx (y*2) (associativité).
3. decGtedqueVareG:exx=axe=uz (el’élément neutre).
4. Vo eG 2 €qG tel quexxx' =1 xx=ec (2 Uinverse de x est noté x1).
Si de plus la loi * vérifie
THY=Y*T Y (z,y) € G?
on dit que G est un groupe commutatif ou abélien.
Exemples. — (C,4), (R,4), (Z,+) groupes abéliens.
— (C*, %), (R*, x), (Q*, x) groupes abéliens ou E* = E \ {0}.
— (Z*,+), (N, +4), ne sont pas des groupes.
Remarques. 1. L’élément neutre est unique : ex e =e =€
2. Un élément x € G possede un seul inverse :

/ " 1

x(xxa’)=a" = (2" xx)x2" =2".

S (xxy) =y lxat

Définition 1.2. L’ordre d’un groupe G est le cardinal de l’ensemble G, il est noté |G)|.

1.1 Les groupes Z/n”Z

1.1.1 Relation binaire

Définition 1.3. On appelle relation binaire % sur un ensemble E, toute propriété vraie
pour certain couples (x,y) d’éléments de E et fausse pour les autres. Lorsque un couple
(x,y) vérifie la relation Z, on écrit xRy, sinon on écrit THY.
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Exemples. 1. =, >, <, C sont des relations binéaires.

2. E=R: 2%y <= sin(x) = sin(y).
0%Zm et 0AT)2.

1.1.2 Relation d’équivalence

Définition 1.4. On appelle relation d’équivalence toute relation binéaire vérifiant :
1. Yz € E xZx (réflexive).
2.V (x,y) € E* si xRy, alors yRx (symétrique).
8. Y (x,y,2) € E® si xRy et yRZz, alors xRz (transitive).

Remarque. Une relation d’équivalence se comprend comme une égalité modulo certains
criteres.

Exemples. 1. E=R: 2%y < sin(z) = sin(y).
2. E=7,n€N*: pZq <= p — q divisible par n.

Classe d’équivalence : Soit # une relation d’équivalence sur un ensemble E.

Définition 1.5. On appelle classe d’équivalence d’un élément x € E pour Z le sous-ensemble
de E noté, T (ou bien cl(z), )
r={y € E|zRy}.

Exemple. £ =R : 22y <= sin(z) = sin(y)
r={x+2kr|keZ}U{r—a+2kr|ke€Z}={x, 7 —z}+27Z.

Définition 1.6. On appelle ensemble quotient de E par X ’ensemble noté E /X des classes
d’équivalence pour X,
E/%# ={z|x € E}.

Exemple. E =7 x 7" : (a,b)%(c,d) <= ad = bc

a  LxI
7

(a,b) = =Q.

Définition 1.7. On définit sur Z la relation de congruence modulo n, n € N* par
p=qn] < n/p—q
La relation de congruence modulo n, est une relation d’équivalence sur Z
p={p+kn|kecZ}=p+nZ
Z/nZ ={0,1,--- ,n—1}7
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Pour a,b € {0,1,--- ,n—1} =1-n<b—a<n-—1.Doncsia=b=n/b—a=>a=>0.
Ainsi 0,1, -+ ,n — 1 sont deux & deux distincts et par suite

(0,1,--- ,n—1} C Z/nZ.
Soit p € Z/n/Z, alors p = nk +r avec 0 < r <n — 1, ainsi p = 7. Donc
Z/nZ C {0,1,--- ,n—1},

d’ou
Z/nZ =1{0,1,--- ,n—1}.

Exemple.
727 = {0,1}.

Proposition 1.8. 5%
p=pn] et g=d[n]
alors
pta=p+dn] et pg=pdn].

Démonstration : Comme
n/p—7p et n/q—dq, alors n/p+q—(p’+q’).

On a
pg—p'd =@—-p)a+(a—4a)W
et par suite
n / pg—1'4q.

Dans Z/nZ, on définit les deux lois + et X :

p+tq=p+tq et  pXxXqg=pq.
Ces deux lois sont bien définies puisque elles sont indépandantes du choix des représentants.
Exemple. Dans Z/6Z:3+5=8=2et3 x5=15=3.

Proposition 1.9. (Z/nZ, +) est un groupe commutatif.

Démonstration : La loi + est une l.c.i; 0 I'élément neutre; p~! = —p =n — p. [ ]

Remarque. (Z/nZ, x) n’est pas un groupe car 0 n’est pas inversible.
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1.2 Groupe symétrique

Définition 1.10. Soit E un ensemble non vide, on appelle permutation de E toute bijection
de E et on note S(F) 'ensemble des permutations de E : i.e, des bijections de E vers E.

Exemple. Pour n € N*, S, l'ensemble des permutations de {1,--- ,n}, |S,| = nl.
Proposition 1.11. Si E # 0, alors (S(E),0) est un groupe.
Démonstration : La loi o, l.c.i : associative, Idg, 'élément neutre, f~' € S(E). m

Remarque. Le groupe (S(E),o) n’est pas commutatif dés que card(E) > 3 :

1 2 3 1 2 3
01:<231> et 01:<321>, on a 01009 F 090 07.

Définition 1.12. Soit (G,*) un groupe, d’élément neutre e, g € G et k € Z, alors

ERERE A si k>0
—_—
k fois
¢ =1 e, si k=20
gl o xgT! si k<O.
—_—
—k fois

Proposition 1.13. Soit (G,*;);c; une famille de groupes. Le produit cartésien des G; est
un groupe pour la l.c.i : *

T = (-Ti)iefa y= (yi)iela alors x*xy= (ﬂfz *4 yi)iel-

Définition 1.14. Soit (G, *;)ie; une famille de groupes. On appelle produit direct de cette
famille le produit cartésien des G;.

1.3 Sous-groupe

Définition 1.15. On appelle sous-groupe d’un groupe (G, x) toute partie H de G telle que
(H,*) est un groupe et on note H < G.

Exemple. {e} et G deux sous-groupes de G.

Théoréme 1.16. H est un sous-groupe de G si et seulement si H # 0 et
V(z,y) € H* xxy~' € H.

Démonstration : "=—>" Le premier sens ¢a démontre facilement.
"«=" 11 est clair que * est associative, comme H # (), alors z * ™! = e € H, enfin
exz '=z"1e€ H Dou H <G. n
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Exemples. 1) Les sous-groupes de (Z,+) sont de la forme nZ, oi n € N. En effet :
Pourn € N, on a (nZ,+) est un sous-groupe de (Z,+).
Soit H <7, si H= {0}, alors H = 0Z, sinon

H*={he H|h>0}#0

car H # {0}, et par suite il existe h € H tel que h #0. Si0 < h € HT, alors h € H', sinon
0 < —he H". Ainsi Ht # () et minoré donc admet une borne inf or H™ C N. Ainsi H"
admet un plus petit élément : n = min H+.
On a,ne H" C H, alors

nZ = H.

Soit h € H, par division euclidienne on a, h = qn + r avec 0 < r < n, et par suite
r=h—qne H. Sir >0, alorsr € H' avec r < n absurde car n = min H*. Donc r = 0,
ainst h € nZ, d’ou

H C nZ.

2)

U,={z€C|z" =1} est un sous-groupe de C* pour la multiplication.

3)
O(n,R) = {M € GL,(R) | det(M) = 1} < GL,(R).

4) (Voir TD)
A, ={ceS8,|e(o) =1} <SS,

avec

e(0) :HM "

i<y v—J
Remarque. Pour montrer qu’un ensemble est un groupe, il suffit de prouver que c’est un

sous-groupe d’un groupe connu.

Sous-groupe engendré par un élément

Définition 1.17. On appelle sous-groupe engendré par un élément g € G, l’ensemble
(9) ={g" |k € Z}.
Proposition 1.18. (g) < G, contenant g. De plus (g) le plus petit sous-groupe contenant g.
Démonstration : On a (g) # (), soit (a,b) € (g)?, ainsi a = ¢g* et b = ¢’ et par suite
ab™' = g*" e (g).

Donc (g) < G.
Soit H < G tel que g € H, ainsi on aura par définition (g) C H. [ ]
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Exemple. G =7/8Z; (2) = {0,2,4,6}.

Remarques. 1. {g) est toujours commutatif méme si la loi * n’est pas commutatif.
2. L’ordre d’un élément g est l'ordre de (g) qui est aussi le plus petit entier n € N* tel
que
g =e.
Proposition 1.19. Soient G un groupe, I un ensemble non vide et {H;}ie; une famille de
sous-groupes de G, alors
iel

c’est-a-dire, lintersection de sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

Remarques. 1. La reunion de sous-groupes de G n’est pas en général un sous-groupe
de G. Voici un contre exemple 2Z U 3Z £ Z car 5 ¢ 22 U 3Z.

2.5 H < Get K < G, alors HU K est un sous-groupe de G si et seulement si
HCKouKCH.

Définition 1.20. Soit A une partie non vide d’un groupe G, l'intersection de tous les sous-
groupes de G contenant A est un sous-groupe de G, on l'appelle sous-groupe engendré par la

partie A : (A)
w- N
H<G,ACH

Définition 1.21. On appelle partie génératrice d’un groupe toute partie engendrant le
groupe.

Exemples. 1. {(1,0), (0,1)} est une partie génératrice de groupe (Z*,+).

2. Pourn > 2, le groupe symétrique S,, est engendré par les transpositions.
On appelle transposition de 1 <i<n et1 <j <n et on le note 7;

i, si k=i
Ti,j(k): i, St k’:]
k,  si k#£id, k4]

La démonstration se fait par récurrence, pour n = 2, S, = {Id, 112}, on a Id = 713 0 Ty2.
On suppose la proriété vraie au rang n — 1.
Soit 0 € S,,, si o(n) = n, alors la restriction de o a {1,2,--+ ,n — 1} appartient ¢ S,_1 :
hypothése de récurrence.
Sio(n) =m # n, alors

Tam 0 0(n) =n

et par suite
0=Tumo( Tymoo ).
——

récurrence

12



Définition 1.22. Un groupe ayant une partie génératrice réduite a un élément est dit mo-
nogene.
Un groupe cyclique est tout groupe monogéne fini.

Exemples. 1. Z = (1) : monogeéne.
2. U,={2€C|z" =1} = (w) avec w = e : cyclique.

3. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique dont les générateurs sont les m avec m An = 1.
On a B
Z/nZ = 1) ={kl|keZ} ={k|k € Z}.

Si (m) = Z/nZ, alors il existe k € Z tel que ki = 1, ainsi km = 1[n| et par suite m An =1
(identité de Bézout).
SimAn =1, alors

km=1n]—=km=1=1 € (m)

or

) = Z/nZ

donc

(m) = Z/n.

1.4 Classes modulo un sous-groupe
Proposition 1.23. Soient G un groupe et H < GG. La relation définie par
TRy = v 'lye H

est une relation d’équivalence sur G.
La classe d’équivalence de x est [’ensemble xH.

Définition 1.24. La classe d’équivalence de x est appelée classe a gauche de x modulo H.
Remarque. On a les mémes notions a droite

TRy = yr ' € H
est une relation d’équivalence sur G. La classe da droite de x modulo H est l’ensemble Hzx.

Ainsi les classes a gauche (reps. a droite) modulo H forment une partition de G, i.e

G:HQZH

zeG

avec tH # yH (xH # yH < xH NyH = ().
De plus pour tout g € xH il existe un unique h € H tel que

g=uxh
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ainsi

[zH| = |H]|.

Le nombre de classe a gauche est égal au nombre de classe a droite modulo H. Ce nombre
s’appelle I’indice du sous-groupe H, noté [G : H|.

Exemples. 1. [G:G] =1, [G:{e}] =G|
2. [Z,nZ] = n ici les classes a droite= classes a gauche car (Z,+) abélien.

Comme
G=1][zH avec zHNyH =10 et |zH|=|H|,

z€G

alors, on en dénduit le théoreme suivant.
Théoréme 1.25. ( de Lagrange) Soit G un groupe fini. St H < G, alors
G| = |Hl|[g : H]

Conséquence : Si G est fini et H < G, alors |H| divise |G].
La réciproque n’est pas vraie.

Exemple.

Ay={oe€S,|e(0) =1}
est un groupe d’ordre 12 mais n’admet pas un sous-groupe d’ordre 6 (voir TD).

Un groupe G d’ordre premier p est cyclique, en effet :
Soit g € G\ {e}, alors |[(x)| > 1 de plus |(x)| divise p, ainsi |(x)| = p et par suite

(x) =G.

Formule de 'indice

Théoréme 1.26. Soient G un groupe, H < G et K < G tels que H C K et |G : H| < +00.
Alors
|G : K] < 400 et G:H|=|G: K|[K : H]|.

Démonstration : Si |G| < +oo, alors

Gl _ G KK
G:Hl=++=——+—=[G: K|[K : H|.
|H| |H|
Si G est un groupe quelconque.
Soit {z;}ics une famille de repréentants des classes (a droite) distincts des éléments
de G modulo K, ainsi

G=]]Kxz avec card(I) =[G : K].

i€l
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Soit {y; }ics une famille de repréentants des classes (a droite) distincts des éléments
de K modulo H, ainsi

K =] Hy; avec card(J) = [K : HJ.

JjeJ

Pour tout g € G il existe un unique ¢ € I tel que g € Kx; et par suite il existe un
unique k € K tel que
g = kx;.

De méme pour £ il existe un unique j € J tel que k € Hyj, ainsi g € Hy;x;. Donc

(4,5)eIxJ

Dot les ensembles Hy;x; forment une partition de G. En effet :
Si
Hy;x; = Hyjxy,

alors
KHyJQS'Z = KHyj/in/,

comme H C K, on en déduit
K.I'i = K]ﬁ'i/

or Kz; forment une partition de G, alors
i=1.
Comme Hy; forment une partition de K, alors
J=17"

Ainsi

|G : H] = card(I x J) = card(I)card(J) =[G : K]|K : H].

Théoreme 1.27. Dans un groupe G, lintersection d’un nombre fini des sous-groupes d’in-
dice fini est un sous-groupe d’indice fini.

Démonstration : Par récurrence : n = 2, on a
[G : H1 N HQ] = [G : Hl][Hl : H1 N HQ]

or 'application
@ Hl/HlﬂH2—>G/H2

T = h(Hl N H2> — vHy = hH,
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est injective. En effet :

(1) = p(x2) = hiHs=hoH, = hy'hy € HiNH,
et par suite

w1 = hy(Hy N Hy) = hohy *hy(Hy N Hy) = ho(Hy N Hy) = 5.

Donc
[Hy « Hy 0 Hy) = card(Hy /Hi 0 Hy) < [G 2 Hy).

Supposons qu'il est vraie pour (n — 1) sous-groupes. Or

HmmmHn:(Hmu-mHn,l)mHn
H

ainsi
n

[G’:Hlﬂ~~Hn]S[G:H][G:Hn]SH[G:HZ-].

=1

1.5 Morphisme de groupes
Définition 1.28. Soient (G,x*), (G',T) deux groupes et
o: G—G
une application. On dit que @ est un morphisme de groupes si
plzry) = o@)Tely)  V(xy) e
On note Hom(G,G"), 'ensemble de morphisme de G vers G'.

Si de plus ¢ est bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme, Isom(G,G’). Un morphisme
de G dans lui méme est un endomorphisme de G, End(G). Un isomorphisme de G dans lui
méme est un automorphisme de G, Aut(G).

Exemples. 1.
2 (R7+) —>(R*7X>

T — e”

est un morphisme.

det: GL,(C) — C*
M +— det(M)

est un morphisme.
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3. (voir TD)
e: S, —{-1,1}
o+— e(o)
est un morphisme.
4. Soit g € G, alors
ig: G—G
T +— gsL’g’1
est un automorphisme, appelé automorphisme intérieur de G, Int(Q).

5. L’application
i: G— Aut(G)

g —ig
est un morphisme.

Remarques. 1. (Aut(QG),o0) est un groupe.

2. Soient f € Hom(G,G") et g € Hom(G',G"), alors go f € Hom(G,G").
Proposition 1.29. Soit ¢ € Hom(G,G'"), alors

1. p(e) =¢.

2. (™) = [p(z)]

3. L’image directe (reps. réciproque) d’un sous-groupe est un sous-groupe, i.e,

Si H <G, alors o(H) ={p(x)|z € H} < G".
Si K <G, alors o' (K)={z € G|p(z) e K} <G.

ker(p) ={z € G|p(z) =€} <G.

Im(p) ={p(x) |z € G} <G
6. ¢ injective <= ker(p) = {e}.
7. @ surjective <= Im(p) =G".

Exemple. Pour
T2 (Ca+) —><(C*>><)
Z > €7,
on a ker(p) = 2inZ.

Définition 1.30. S’il existe un isomorphisme entre deux groupes, alors ces deux groupes
sont dits isomorphes.

Exemple. (Z/4Z,+) et (Uy, X) sont isomorphes

PO =1 oD=i ¢@=-1 c @B =-i
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Lemme 1.31. Soient G, G' deux groupes d’ordre fini n € N* et ¢ : G — G’ un isomor-
phisme. St g € G d’ordre k, alors ¢(g) est d’ordre k dans G'.

Démonstration : Comme gF = e, ainsi p(g*) = [p(g)]¥ = ¢/, et par suite l'ordre de
©(g) divise k. Si |p(g)| = k' < k, alors

[o()]¥ = @(g¥) =€ = p(¢") comme p est injective, alors ¢* = ¢ =
ceci est absurde car g est d’ordre k. [

Théoréme 1.32.
Z/anzZ/anZ/mZ(:n/\m: 1.

Démonstration : Soit
fi Z/nmZ— Z/nZx Z[mZ

'=" On a [1],,,, est d’ordre nm dans Z/an, ainsi f([1]m) est d’ordre nm. Suppo-
sons que d = n Am # 1, ainsi il existe n’ et m’ tel que

n=n'd et m =m'd avec n Am' =1.
Comme f est un morphisme de groupes, alors
0’ f([Lnm) = (m'n[1n, n'm[m = ([0]n, [0]n).

Donc f([1]nm) est d’ordre n'm/d, absurde. D’ott n A m = 1.
"«<=" 1l est clair que f est un morphisme de groupes et

ker(f) ={[Klnm € Z/nmZ| f([K]nm) = (0], [0]m)}
:{[k:]nmEZ/anMGan} car n Am =1
= {[O]nm}

et par suite f est injectif, de plus
‘Z/an‘ =nm = ‘Z/nZ X Z/mZ’

Donc
Z/an ~ Z/nZ X Z/mZ.

Proposition 1.33. Soient G un groupe, g € G et

© - (Za +) — (G’ *)
m+— g"

un morphisme de groupes. Alors
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1. Im(p) =< g >.
2. 11 existe un unique n € N tel que ker(p) = nZ.

Démonstration : 1l clair que ¢ est un morphisme de groupes
1. Im(p) =< g >< G, engendré par g.
2. On a ker(p) < Z, alors ker(¢) = nZ.
Si ker(y) = {0}, alors ¢ est injective. Ainsi

V(m,p) €Z®  telque m#p = g™ # g,

ce qui implique que
<g>={g"|meZ} est infini

et par suite
< g>~7.

Si ker(y) = nZ, avec n # 0. Donc pour tout m € Z,
g"=e <= menl < dke€Z tel que m = kn.

Soit m € Z, alors

m=kn-+r avec 0<r<n-1
ainsi
9" =49,
d’ou
<g>={d"l0<k<n-1}
donc

card(< g>)=n

et par suite
< g >~ Z/nZ.

Exemples. 1. <2>~7.

2. Pour w =¥/ on a < w >~ Z/nZ.

3. Si G est un groupe cyclique d’ordre n, alors G ~ Z/nZ.
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1.6 Groupes quotients

Définition 1.34. Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal ou encore invariant)
siVge G
gH=Hg < ghg'c H V(g9,h)eGx H

on note H 1 G.
Exemples. 1. {e} et G sont toujours distingués dans G.

2. Si G est abélien, alors tout sous-groupe de G est distingué.

3. ¢: G — G'" morphisme de groupes. Alors ker(yp) < G. En effet :
Soit (h, g) € ker(p, G), alors

¢(ghg™)

!
S
S
AS)
=
5

Donc ghg™! € ker(yp).
Soient (G, *) un groupe et H < G, alors
csHxyH=xxyH VY (z,y) € G
On définit ainsi une l.c.i sur 'ensemble les classes modulo H par
T*Y=T*xY.

L’ensemble des classes modulo H muni de cette loi est un groupe, appelé le groupe quotient
de G par H, noté G/H de plus

In: G— G/H
gr—9g=gH
est un morphisme de groupes, appelé surjection canonique de G dans G/H. Remarquons que
I(g) =1(¢) <= ¢ 'g' € H,
c’est-a-dire,
ker(Il) = H.

Théoreme 1.35. Soit H < G. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. H«G.
2.VgeG,onagHg'=H.
3.VgeG, onagHg ! CH.
4. H est le noyau d’un morphisme de groupes ¢ de G dans G'. (p =11, G' = G/H)
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Remarques. 1. Si G abélien et H < G, alors H <G et G/H est abélien.
2. Soient H < G et K <G tel que H C K. Si H <G, alors H < K.

Théoréme 1.36. (Premier théoréme d’isomorphisme) Soient G, G' deuz groupes et
o: G—G
un morphisme de groupes. Alors
G/ker(w) ~ Im(p).
Démonstration : Soient H = ker(yp) et
p: G / H— G
T=aH+— 9(T) = p(z)

i) ¥ bien définie, en effet :

Si T = 7, alors (T) = p(¥y), et par suite p(Ty~ ') = €, ainsi p(zy~!) = €, d'ou
zy~! € ker(p) = H. Donc
reyH = xz =y’ avec '€ H = p(x)=p(y).
ii) P injectif : soit 2 H € ker(p), alors
P(zH) = p(x) = ¢
ce qui implique que z € ker(yp) = H, et par suite
xH=H qui est ’élément neutre de G / H.
iii)  surjectif, soit y € Im(y) = ¢(G), alors il existe x € G tel que
y = ¢(z) =o(zH).
Donc
P G/H — Im(p) est un isomorphisme.
[
Exemple.

SufAn = {~1,1} ~ Z /2.

Théoréme 1.37. (Deuziéme théoréme d’isomorphisme) Soient G un groupe, H <G et K <
G. Alors
1. Hh K < K.

2. K/HHK:KH/H.
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Démonstration : 1) Comme H < Get K <G, alors HNK < K. On a
khk*e KV (hk)€e HNK x K.
Comme H <G et k € K C G, alors
khk™' € H,
et par suite

HNK<K.

2) Montrons que
KH ={kh|ke Kethe H} <G?

Ona KH # () car H < G et K < @G. Soient kihy € KH et kyhy € KH, montrons
que kihy(kohe)™' € KH, on a
kvhy(koho) ™t = kyhiho ko™ = kyhiky (koho My Y)
= kiko ! (kohiko ") (koho koY)
——

€K €H cH

€ KH.

Donc KH < G. Montrons que H << K H, tout d’abord, on a H < K H. Soit (kh,h') €
KH x H, alors
khB (kR) " = k hW'R~ g
——— N~
eG €H eG
or H <1 G, et par suite khh/(kh)~™t € H, d’ou
H<KH.

Comme
j: K—KH

k— k

est un morphisme de groupes injectif et
o: KH-— KH/H
r—T=xH
est un morphisme de groupes, alors
f=00j: K-—KH/H
k—k=FkH

est un morphisme de groupes. Soit k € ker(f), alors f(k) = kH €¢ H <— k € H.
Donc
ke HNK.
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f est surjectif car (kh)H € KH/H avec k € K et h € H, ona
khH = f(k).
Ainsi le Premier théoréeme d’isomorphisme, implique que
K/HNK~KH/H.
|

Théoréme 1.38. (Troisieme théoréme d’isomorphisme) Soient G un groupe, H<1G et K <G
tel que K C H. Alors

1. H/K<QG/K.
2. (G/K)/(H/K)~G/H.

Démonstration :
p: G / K —dd / H

g=gKv+— gKH=gH

est un morphisme de groupes avec ker(p) = H / K<aG / K, de plus ¢ est surjectif,
ainsi le premieéme théoreme d’isomorphisme, implique que

(G/K)/(H/K)~G/H.

1.6.1 Sous-groupe d’un groupe quotient
Soient G un groupe, H < G et II la surjection canonique
In: G— G/H
gr—9=gH

qui est un morphisme de groupes. Donc I'image d’un sous-groupe de G par II est un sous-
groupe de G/H.

Théoreme 1.39. 1. Les sous-groupes de G contenant H sont en bijection par 11 avec
les sous-groupes de G/ H.

2. Les sous-groupes distingués de G contenant H sont en bijection par 11 avec les sous-

groupes distingués de G/H.

Démonstration : 1) II définie sur 'ensemble des sous-groupes de GG contenant H est

injective. En effet :
Soient H C H; < G et H C Hy < G tel que II(H;) = II(Hy), montrons que H; = Hs.
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Pour tout hy € Hy, il existe hy € Hy tel que II(hy) = II(hy), ainsi hihy ' € ker(Il) = H,
et par suite hy € Hhy C Hy. Donc

H, C H,.
De méme on montre que Hy C H;. D’ou
H, = H,.

Comme II est un morphisme de groupes, alors 'image réciproque d’un sous-groupe
de G/H est un sous-groupe de G. Soit H < G/H, comme II est surjective (donc
inversible a droite), alors

H=T1(11""(H)).

Montrons que H C TI"(H)?

On a H contient I'élément neutre de G/H, noté eg/y. Ainsi II"'(H) contient
7' (e m) = ker(IT) = H. Donc IT est une bijection entre 'ensemble des sous-groupes
de G contenant H et les sous-groupes de G/ H.

2) Soit Hy; < G tel que H C Hy. Montrons que II(H;) < G/H?

Comme II est un morphisme de groupes, alors

I(H,) < G/H.
Soient hy € Hy et g € GG. Montrons que
gHII(h)(gH) ™" € II(H;)?
on a
gHTI(h)(gH) ™" = T(g)TI(h1)[TI(9)] ! = Tl(ghag™") € TI(H,)  car  Hy <G,

Soit Hy <G/H et H; =11"'(H;), on a H; < G tel que H C H; (d’aprés 1). Montrons
que Hy < G?
Soit (hy,g) € H; x G, comme

(ghig ") = T(g)TI(hy)[I(g)] * € T,

car H; < G/H, alors
ghig™' € Hi = H, < G.

Exemple. Les sous-groupes de Z/AZ sont en bijection avec les sous-groupes de Z contenant
47.. Or les sous-groupes de 7, contenant 47 : A7, {0}, Z, et 27, et par suite les sous-groupes
de ZJAZ : LJAZ, 27./]AZ et A7 ]AZ.
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Proposition 1.40. Soient G un groupe, H <G et K < G, alors
HK <G, HCHK, H<HK et T(K)= HK/H.
Démonstration : Comme H < G, alors
k~'hk e H VY (hk)€ Hx K,

alors
I(k~'hk) = eq/m car ker(Il) = H

et par suite
II(k) = [I(hk),

d’ou
(K) = I(HK).

Par définition
(HK) = {II(hk) | (h, k) € H x K} ={hkH | (h,k) € H x K}
— K / H.

Donc
M(K)=TI(HK) = HK [ H.

Groupe simple

Définition 1.41. Un groupe G est dit simple s’il n’a pas d’autres sous-groupes distingués

que {e} et G.
Exemple. Les seuls groupes abéliens simples sont les groupes cycliques d’ordre premier.

Définition 1.42. Soit G un groupe, on appelle centre de G, et on noté Z(G) le sous-groupe
Z(G)={2€G|zg=ygz Vg e G}

Exemple.
] S, st =2
2(Sn) = { {Id}, si n>3.

En effet : pour n = 2 évident. Pour n > 3, soit 0 € S, \ {Id} alors il existe i # j tel que
o(i) = j. Comme n > 3, alors il existe k # i, k # j et par suite

00T, # Tjk00.

Remarques. 1. Z(G) < G.
2. G abélien <—= Z(G) = G.
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1.6.2 Normalisateur et centralisateur d’une partie

Définition 1.43. Soient G un groupe, H < G et S une partie de G. Le normalisateur de S
dans H

Ny(S)={h € H|hSh™ = S} (i.e, hsh™' € S pour tout s € S.)
Le centralisateur de S dans H
Cy(S)={h € H|hs=sh,Vse S}

Proposition 1.44. Soient G un groupe, H < G et S une partie de G. Alors
I Nu(S)< H (<G).
2. Cu(S) < H (£G).
3. Cy(S) Q Ny(9).

Démonstration : 1) Comme eg € Ny(9), alors Ny (S) # (0. Soit (hy, ha) € [Ng(S)]?,
montrons que hihy ' € Ny (S), i.e,

hihs tshoh ! € 87

On a,
h28h2_1 =te S
et par suite
hgilthg =sefS
ainsi
hlshlil = hlhgilthghlil = hlhgithShgithhlil €Ss.
Donc

Nu(S) < H.

2) Comme eg € Cy(9), alors Cy(S) # 0. Soit (hy, hy) € [Cx(S)]?, montrons que
hlhgil € CH(S), i.e,
hlhgils = Shlhzil € S?

Comme
his = shy et hys = shs,
alors
h1h2_18h2 = h18 = Sh1
ainsi

hlhg_ls = Shlhz_l

et par suite
hihy ™' € Cy(9).
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Donc

Cy(S) < H.

Comme Cg(S) C Ng(95), alors Cy(S) < Ng(S). Montrons que

Cr(S) <A Ng(S)? (i.e, hhih~ts(hhih™)~t = 5, (h, h1,s) € N (S) x Cy(S) x S),

on a
hhlh_ls(hhlh_l)_1 = hhih~tshhy 'ht = hhl(h_lsh)hl_lh_l
= hhys'hytht
=hs’h™t car hy € Cy(9)
= hh~'shh™!
= s.
Donc

Proposition 1.45. Soient G un groupe et H < G. Alors
1. HAQNg(H)={9 € G|gH = Hg}.
2. HQG < Ng(H) =G.
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1.7 Série numéro 1

Exercice 1 : Soient G un groupe et (z,y) € G2
1. Montrer que zy et yx ont méme ordre.
2. Soient x d’ordre p et y d’ordre ¢ tel que zy = yzx.

— On suppose p et g premiers entre eux. Montrer que ord(xy) = pgq.

— On ne suppose plus p et ¢ premiers entre eux. A-t-on ord(zy) = ppem(p, q)?
3. On définit I'exposant d’'un groupe fini G, noté exp(G), comme le plus petit entier n > 1
tel que g™ = e, pour tout élément g € G. Montrer qu’il existe z € G tel que exp(G) = ord(z)
lorsque G est abélien.

Exercice 2 : Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et g € GG. Montrer que
gH = {ghg™"|h € H}

est un sous-groupe de G.
Exercice 3 : On appelle centre d'un groupe G la partie Z(G) de G définie par

Z(G)={g9geG|gr=1xg, Vx € G}.

1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
2. Montrer que si G posséde un unique élément d’ordre 2, alors cet élément est dans Z(G).

Exercice 4 : Soient (G,*) un groupe et H une partie finie non vide de G stable pour .

Soient h € H et
p: N— H

n+— h"

une application. Montrer que ¢ n’est pas injective. En déduire que h~! € H puis que H est
un sous-groupe de G.
Exercice 5 : Soit Hg le sous-groupe de GLy(C) engendré par les matrices

0 1 0 i i 0
]_<—10>’ J‘(i()) ot K_<0—i>'

1. Montrer que Hg est un groupe d’ordre 8, non commutatif.
2. Déterminer les sous-groupes de Hg. Lesquels sont cycliques ? Distingués dans Hsg.
Exercice 6 : Soit (B, o) le groupe des bijections de C sur C et n un entier supérieur ou

égal a 3. On désigne par 7 et s les deux éléments de B définis par

r(z) = ze?™/m et s(z) =z
1. Montrer que r" = Idc, s> = Idc, rosor = s et que pour tout p € Z, rP osor? = s.
2. Démontrer que

D={r*os' |k (cZ)
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est un sous-groupe de B et en déduire que tout élément de ID peut s’écrire de maniere unique
ko st avec 0<k<n-—1 e 0</¥¢<1.

Quel est l'ordre de D (le groupe D,, est appelé groupe diédral).
3. Montrer que D3 est isomorphe a Ss.
Exercice 7 : Soit F un ensemble non vide, on note S(F) 'ensemble des permutations des

éléments de F, c’est-a-dire, des bijections de E sur lui-méme.

1. Montrer que (S(E), o) est un groupe non abélien des que card(E) > 3.

2. Pour n € N*| on note S, le groupe symétrique de £ = {1,--- ;n}. On dit que S, est le
groupe symétrique d’ordre n. On peut représenter un élément o de S, par la notation

Montrer que S,, est d’ordre n!.
3. Le support d’une permutation o € S, : supp(c) := {1 <k <n|o(k) # k}. On dit qu'une
permutation o € S, est un cycle de longueur r (o est r-cycle) on note o = (i1, , i),
si o(i1) = i9, 0(ia) = i3, --0(i,) = i1 (avec iy # i, pour k # 1) et o laisse tout autre entier
invariant. Un 2-cycle s’appelle transposition.
— Montrer que deux permutations de supports disjoints commutent.
— Soit ¢ un r-cycle, montrer que ¢” = Id.
— Montrer que toute permutation est un produit de cycles a supports disjointes. Calculer
52015 o o — 123 4 56 789 10 11 12
’ 71512 6 3 9 4 2 11 8 10
— Montrer que toute permutation est un produit de transpositions.
4. Soit o € S,,, on appelle signature de o,

(o) = M "

1<i<j<n )

— Montrer que g(o102) = (01)e(02).

— Calculer la signature d’une transposition.

— Soit A, = {0 € S, |e(0) = 1}. Montrer que A,, est un sous-groupe de S,, (A, groupe
alterné).

— Pour n > 3, montrer que A,, est engendré par les 3-cycles.

Exercice 8 :

1. Montrer que tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

2. Soit n > 1. Montrer que pour tout diviseur d > 1 de n il existe un unique sous-groupe de
Z/nZ d’ordre d.

Exercice 9 : Soit G un groupe.

1. Montrer que si 'application  + 27! est un endomorphisme de G, alors G est commutatif.
2. Soit n > 1 un entier tels que I'application = — 2™ est un automorphisme de G. Montrer
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que Vo € G, 2" € Z(G).

Exercice 10 : 1. Donner la liste des sous-groupes de Z, puis de Z/nZ.

2. Montrer qu'un groupe est monogene si et seulement s’il est isomorphe soit a Z, soit a
Z/nZ pour un entier non nul n.

Exercice 11 : 1. Montrer que 'ordre d'un élément dans un groupe est invariant par iso-

morphisme.
2. Montrer que Z/nmZ isomorphe & Z/nZ x 7Z/mZ si et seulement si n A m = 1.

Exercice 12 : Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Montrer que si [G : H| = 2,
alors H est distingué dans G.

Exercice 13 : Soient G’ un groupe et A une partie non vide de G. On pose
Na={(g1a197") -+ (gnang, ") | n €N, V1<i<n, g €Get(a € Aoua;* € A)}.

1. Montrer que N4 est un sous-groupe distingué de G contenant A.
2. Montrer que N4 est le plus petit sous-groupe distingué de G contenant A. N4 est appelé
sous-groupe distingué engendré par A.

Exercice 14 : Soient GG un groupe, H un sous-groupe distingué de G et f un automorphisme
de G.

1. Montrer que f(H) est un sous-groupe distingué de G.

2. Montrer que les groupes G/H et G/f(H) sont isomorphes.

Exercice 15 : Soit G un groupe. On appelle sous-groupe dérivé de G, noté D(G) le sous-
groupe engendré par les commutateurs de G, c’est-a-dire par les éléments

[,y =ayxly ' € G lorsque z et y parcourent G.

1. D(G) = {e} si et seulement si G est commutatif.

2. Montrer que pour tout endomorphisme f de G, on a f(D(G)) C D(G).

3. Montrer que D(G) est un sous-groupe distingué de G.

4. Montrer que le groupe quotient G/D(G) est commutatif.

5. Soit H un sous-groupe distingué de GG. Montrer que G/H est abélien si et seulement si
D(G) C H.

6. Soient G’ un groupe abélien et f : G — G’ un morphisme de groupe. Montrer que
D(G) C ker(f).

7. En déduire qu'il existe un unique morphisme f : G/D(G) — G’ tel que f = foll ou
II: G — G/D(G) est la surjection canonique.

8. Déterminer D(S,).

Exercice 16 : Un sous-groupe H de G est dit caractéristique si pour tout automorphisme
pde G, p(H) = H.

1. Montrer que D(G) est un sous-groupe caractéristique de G.
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2. Montrer que tout sous-groupe caractéristique de G est distingué dans G.

3. Soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupe de H. Montrer que si K est caracté-
ristique dans H et si H est caractéristique dans G alors K est caractéristique dans G.

4. Soient N un sous-groupe distingué de GG et H un sous-groupe de N. Montrer que si H est
caractéristique dans N alors H est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 17 : Soient GGy et G deux groupes, H; un sous-groupe distingué de G et Hy un
un sous-groupe distingué de Gs.

1. Montrer que H; x Hy est un sous-groupe distingué de G x Gs.

2. Montrer que G X Gg/Hl X Hj est isomorphe a Gy/H; X Gy/Hs.

Exercice 18 : Soit A 'ensemble des applications affines de R c’est a dire I’ensemble des
applications de la forme (z — ax + b) avec a réel non nul et b réel.

1. Montrer que A est un groupe pour la composition des applications.

2. Soit N l’ensemble des applications de la forme (z — x 4 b) avec b réel. Montrer que N
est un sous-groupe distingué de A.

3. Montrer que A/N est isomorphe a R*.
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1.8 Correction

Exercice 1 : 1. Si ord(zy) = n < co. Montrons que ord(yx) = n.
Nous avons

(zy) - (xy) = e
—_—
n fois
cela peut encore s’écrire
z(yr)---(yr)y=e
—_——
n — 1 fois

ensuite en multipliant & gauche par 7! et a droite par x, nous trouvons

(yz)- - (yz) = e.
n fois

Nous avons ainsi prouvé que si
(zy)" =e = (y2)" =e
de méme si
(yz)™ =e = (zy)" =e.
D’ou
ord(xy) = ord(yx) = n.
De méme dans le cas infini.
2. 1) Soit r = ord(xy). Ayant
(y)"? = (a")"(y")" = e,
d’ou r divise pg. En outre
T p r,,T T
e=((zy))" = @)y? =y?
et par suite ¢ divise rp, or p est premier avec ¢ donc ¢ divise r. De fagon similaire p divise 7,
a nouveau puisque p A ¢ = 1, alors pg divise r. D’ou r = pq.
ii) Clairement non. Un contre-exemple est donné en considérant un élément x d’ordre p # 1
et y = 7!, également d’ordre p. Alors ord(zy) =1 # n = ppem(p, p).

3. Posons
M = ppem{ord(g) | g € G},

ainsi
M =e Vgea.

On a .
M =[] p avec p; premier et a; € N*
i=1

et par définition de M il existe g; € G pour tout 1 <7 < n tel que

ord(g;) = pi'q avec p; premier a g;.
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Alors .
2= ][ g* est d’ordre M d’apres 2).
i=1

Exercice 2 : Aucune difficulté.
Exercice 3 :

1. Aucune difficulté.
2. Soit g € G 'unique élément d’ordre 2. Comme

2
(x’lgq,) =e VeeG
alors
x’lgx =g.

Exercice 4 : Si ¢ est injective, alors H est infini absurde.

Comme ¢ n’est pas injective, alors il existe (n,m) € N? tels que m > n et h™ = h", alors
Rl = e

soit
ht=prntecH

D’ou H est un sous-groupe de G.
Exercice 5 :

1. Le calcul des produits de deux éléments quelconques, nous donne les relations

P=J=K=—-I, [J=K, IK=-J JIl=-K,
KI=J JK=1 e KJ=-I

ainsi

Hy ={I,,1,J.K,—1,,—1,—J,—K}.
2. Il y a bien siir le sous-groupe trivial

Hg et {[2}

Le sous-groupe d’ordre 2
Z(Hg) = {ls,—I5}.

Trois sous-groupes d’ordre 4 engendrés par : I, J et K. Notons que ces sous-groupes sont
respectivement ceux engendrés par —I, —J et —K. Enfin, un sous-groupe engendré par

deux éléments distincts a et b avec a # —b (a =1 et b = —K) est Hg.

Donc tous les sous-groupes propres étaient cycliques. Dans n’importe quel groupe le centre
est distingué. Remarquons que les sous-groupes d’ordre 4 sont d’indices 2, ce qui nous dit

directement qu’ils sont distingués.
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Exercice 6 :
1. Aucune difficulté.
2.0n a Idc €D, (k=mn et £ =2) ainsi D # (). Soit

(7"]’“ oS rk2 o 532) e D?
alors )
Tkl o 561 o (,r,kg o Ség) _ Tkl o 861 o S*fz o rka — 7,k1 ° S&*b o rka.

Comme
Sfl—ég _ { Id(C; Si g]_ - €2 E 2Z

S, sinon,

et par suite

ky 01—0o —ko Tkl_kQ, si 51 — 62 € 27 T’kl_kz, si 61 - 62 € 27
oS or = k1 —k2 : - k1+k2 :
rtoSor ", sinon r oS, sinon.

Donc )
1o 84 o (Tk2 o Sb) e D,

d’ou D est un sous-groupe de B.
Supposons qu’il existe 0 < k < ¢ <n —1 tel que

FoS=rt = rth=9 — P20 = 82— I4,¢

or
2<20—k)<2n-—2
d’ou
20 —k)=n
et par suite
zZ=—z

absurde. D,, est d’ordre 2n.
3. Soient (ABC) triangle équilatéral, o son centre de gravité et R la rotation de centre o est
d’angle 27/3. On a

Sg = {Id, TAB>TAC, TBC's (ABC), (ACB)}

Soit
S1, Sg et s3 les réflexions par rapport aux trois médianes
ainsi
2
D3 = {]d7 R, R ,81782,83}
et

¢ZS3HID)3
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Y(Id) = Id, Y(TaB) = s1, Y(Tac) = s2, ¥(7Bc) = 83, Y((ABC)) = R et ((ACB)) = R? est

un isomorphisme.

Exercice 7 :
1. o est une lc.i : associative, Idg, 1'élément neutre, f~! € S(E). (S(E),0) n’est pas com-
mutatif des que card(E) > 3 :

1 2 3 1 2 3
01:<2 3 1) et 01:<3 9 1), ona 0100y 7# 0900].

2. Par récurrence sur n.
3. i) Soit (01,02) € S? deux permutations & supports disjoints. Soit i € {1,---,n}, nous
voulons montrer que gy 0 03(i) = 09 0 01(7). Il y a trois cas :
a) Sii € supp(oy), alors o9(i) =i de plus 01 (i) € supp(oy). Donc o1005(i) = 01(i) = 09001 (1).
b) Si i € supp(oz), on conclut de méme que o9 0 01(i) = 09(i) = 01 © 0(i).
c) Sii ¢ supp(oq) U supp(osy), alors o9 0 01(1) = 01 0 03(i) = 4.
ii) Soit o = (i1, -+ ,4,) un r-cycle, on a
. o . . orTIt o
i —> liy1 by — 11— 1
iii) Soit o # Id. Il existe i; € {1,--- ,n} tel que o(i1) # ;. Pour j > 2, on pose i; = o(i;_1).
Soit k le plus petit entier tel que
ik+1 = O'(Zk) S {il, ig, ce ,Zk}
On doit avoir o(ix) = i1, car sinon o(ix) = i;, ou 2 < j < k, mais alors on aurait o (i) =
o(ij_1) =i et ij_1 # iy, ce qui contredit I'injectivité de o. On obtient alors un cycle a; =
(11, , 1) de longueur k. La restriction de o a {1,--- ,n}\{i1,- - , i} est une permutation.
Par récurrence sur n, on peut écrire cette restriction comme le produit de cycles deux a deux
disjoints ap - - - .. Ces cycles sont aussi deux a deux disjoints avec a.
iv) On voit que
(11, i) = (i1, 0k) (11, Ig—1) - - - (i1, 72).
4.1) On a
01 (O'Q(’L)) — 01 (O‘Q(]))

e(o1002) =]]

i—=J
01(02(’i)) - U1<02(j)> o2(i) — 02(j)
o2(i) — 02(j) =]
_yp 0100 — 01(j) 37 02(9) — 02())
-1 i—=J 11 i—=J

= 8(0’1)8(0'2).
ii) évidant.
iii) On a
e : (Sn, O) — ({_]—7 ]-}’ X)
or— (o)
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est un morphisme de groupes surjectif et
A, = ker(e).

iv) Soit 0 € A, par définition de la signature,o s’écrit donc comme un produit pair de
transpositions. Or, on remarque que tout produit de deux transpositions est un produit de
3-cycle :

(a,b)(b,c) = (a,b,c)
a,b)(a,c) = (a,c,b)
(a,b)(c,d) = (a,b)(b,c)(b,c)(c,d) = (a,b,c)(b,c,d).

—~

Exercice 8 :

1. Comme G est cyclique, alors il existe © € G tel que

G=<z>.
Soit H < (G non trivial, soit n le plus petit entier strictement positif tel que 2" € H, alors

<z" >C H.
Soit y € H C G, donc y = 2* or

k=qgn+r avec 0<r <n,
et par suite
yr " =a2" = r=20

d’ou y €< 2™ >, ainsi
H=<2">.

2. Comme d divise n, alors

Ga={k(5) |k € 2} =< (5) >< Z/nZ
d’ordre d. Par la question précédente il est isomorphe & Z/dZ car Z/nZ =<1 > .
Inversement si H < Z/nZ d’ordre d, alors pour tout © € H, dx = 0, c’est-a-dire, si x = @,
alors da € nZ donc a divisible par n/d donc x € G4. Ainsi H C G4 or H et G4 ont méme
cardinal donc

H =Gy

Exercice 9 :

1. On a
1, 1\t
(:17 Y ) =2y = yr.
2. 0n a
(zy) -+ (zy) = 2"y = y(zy) - (zy)x =2" 1y
—— ——

n fois n — 2 fois
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ainsi
(yo)" = ya(yz)" ™! = yza" "y = ya"y" T,

et par suite
1

(yx)n _ ynxn _ yajnyn— _ yn—ll,n — xnyn—l

d’ott pour tout y € G, y"! commute avec tous éléments de la forme z" avec z € G, or

x —— 2™ est surjective ainsi pour tout z € G il existe z € G tel que z = z™. Donc
Z(G) ={2" 'z € G}.

Exercice 10 :

1. Pour n € N, on a (nZ, +) est un sous-groupe de (Z, +).
Soit H < Z, si H = {0}, alors H = 0Z, sinon

HY={he H|h>0}#0

car H # {0}, et par suite il existe h € H tel que h # 0. Si 0 < h € H™T ok, sinon
0<—he HT. Ainsi H" # () et minioré donc admet borne inf or H* C N. Ainsi H+ admet
un plus petit élément : n = min H™.
Ona,ne H" C H, alors

nZ C H.

Soit h € H, par division euclidienne on a, h = gn + r avec 0 < r < n, et par suite
r=h—qnée& H. Sir>0,alors r € H" avec r < n absurde car n = min H*. Donc r = 0,
ainsi h € nZ, d’ou

H C nZ.

Soient H < Z/nZ et
II: Z— Z/nZ

k—s k,
alors II"'(H) < Z avec ker(IT) = nZ C II"'(H), or le sous-groupes de Z contenant nZ : dZ
avec d divise n, comme II surjective, alors

n(n-'(H)) = H,

d’ou

H =11(dZ) =< (g) >= Gy

2. Soit G =< g > un groupe monogene, alors

v: Z—G
k—s gF
est un morphisme surjective.
Si ¢ injective, alors
7Z~G



Sinon ker(y) = nZ, ainsi

Z/nZ ~ G.
Si G isomorphe a Z ou Z/nZ et comme
Z=<1> et Z/nZ =<1 >,
alors G est monogene
G=<¢p(l)> ou G=<p()>.

Exercice 11 :

k

1. Soit g un élément d’ordre k, alors ¢(g%) = [p(g)]* = €/, et par suite 'ordre de p(g) est

inférreur ou égal a k. Si |¢(g)| = k' < k, ainsi
[o(9)]¥ = @(g") =€ = p(¢*) comme ¢ est injective, alors ¢* = g¥ =

absurde car g est d’ordre k. De méme dans le cas infini.
2. Soit
fi Z/nmZ—Z/nLxL[/mZ

[Flnm = ([K]n, [K]m)-

'—=" On a [1], est d’ordre nm dans Z/an, ainsi f([1]nm) est d’ordre nm. Supposons
que d =n Am # 1, ainsi il existe n’ et m’ tel que

n=n'd et m=m/d avec n'Am' =1
Comme f est un morphisme de groupes, alors
n'm’ f([Unm) = (m'n[n, n'm[1]m = ([0]a, [0]n)-

Donc f([1]nm) est d’ordre n'm/d, absurde. D’ott n A m = 1.
"<=" 1l est clair que f est un morphisme de groupes et

ker(f) ={[klnm € Z/an | f([Klnm) = ([0]n, [0]m) }
:{[k]nmEZ/an\anmZ} carn Am =1

= {[O]RW}
et par suite f est injectif, de plus
‘Z/an‘ =nm = ‘Z/nZ X Z/mZ’

Donc
Z/an ~ Z/nZ X Z/mZ.

Exercice 12 :

38



Comme

G : H|] =2,

alors il y a deux classes, de plus les classes forment une partition de G parmi le classe il y a
H, ainsi pour tout z € G
xH = Hzx.

En effet : si x € H, alors on obtient 1’égalité, sinon zH et Hx sont égales, puisque
G=HUxH=HUzH.

Exercice 13 :

1. On a
N,#0  car A#Det AC Ny.

2. Soit N un sous-groupe distingué de G tel que A C N. Soient a € A et g € G, alors
gozg_1 eN
SibeGtelquebt € AC N <@, alors b € N, et par suite
gbg™t € N.
Donc N contient tous les éléments de G de la forme
(g1a197 ) -+ (gnang, ) In €N, V1 <i<n, g €Get(a; € Aoua;"' € A).

Exercice 14 :

1. Soient H un sous-groupe distingué de G et f € Aut(G). Montrons que
gf(h)g~' e f(H) V(g,h) € G x H?

Comme g € G et f surjective alors il existe ¢’ € G tel que g = f(¢') et f endomorphisme,
alors
gf(R)g~" = flghg™") € F(H) car H est distingué.

2. Puisque H et f(H) distingués dans G, alors G/H et G/f(H) sont deux groupes. Soit
f: G/H— G/f(H)
gH — f(g)f(H).
f injective. En effet : B B
flgf) = f(g'H),
alors f(gg' ") f(H) € f(H), ainsi g¢'~" € H, c’est-a-dire gH = ¢'H.

f surjective. En effet :
Soit g =gf(H) € G/f(H) puisque f surjective donc il existe ¢’ € G tel que g = f(¢') ainsi

g=f(gH).
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Exercice 15 :

1. Aucune difficulté.
2. Pour tout f € End(G), on a

f(lz,9]) = [ (@), f(y)]-

3. Soient X =c¢;---¢, € D(G) et g € G, avec ¢; = [x;,y;], alors

1

9gXg ' = (geig™") - (gerg) ™

or
geigt = lgzig ™, gyig ']
don gXg' € D(G).
4. Comme D(G) est un sous-groupe distingué de G, alors G/D(G) est un groupe. Pour tout
(7,7) € (G/D(G))?, montrons que Ty = 7, i.e, T 'y Ty =¢, i.e, v 'y lwy € D(G), or

ey Ty = [y
5. Comme G/H est abélien, alors
Ty lzy =,
et par suite
z 'y ey € H,
d’ou
D(G) C H.

Soit H < G tel que D(G) C H. Montrons que H est distingué et G/H abélien ?
Pour tout (g,h) € G x H, on a

ghg™ = ghg *h™'h = [g,h]h € H.

De plus
In: ¢—G/H
g—gH

la surjection canonique vérifiée
(lg. ') =T(gg'g™'¢"") =2  car D(G) C H = ker(I)
or I est un morphisme, donc

I(gq") =1l(g'g) ie, g9 =47

G/ker(f) ~ Im(f) qui est abélien,
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alors

D(G) C ker(f).

f: G—@G m: G— G/D(G)
f: G/DG) — &
gD(G) — f(9)
f bien définie : Soit (g1,72) € (G/D(G))? tel que g = g3. On a

f@g’ = flgi9:")

or g195+ € D(G), ainsi (g1g5') = ¢, et par suite
f(@) = (@).
8. On a D(SQ) = {Id} = AQ.
Sin > 3.
Le signature d’un commutateur est 1 donc D(S,) C A,. Comme A, est engendré par les
3-cycles et un 3-cycle

(ijk) = (3k)(i5)(Gk)(i5) = [(ik), (iF)],
alors A, C D(S,). Donc
D(S,) = A, Vn > 2.

Exercice 16 :

1. On a pour tout endomorphisme ¢ € End(G)
vlg. g1 =e(9).9(9)] = «(D(G)) C D(G).
Ainsi pour tout ¢ € Aut(G)
¢ {(D(G)) €= D(G) C ¢(D(G)).

D’ou
p(D(G)) = D(G).

2. Comme pour tout g € G, on a @,(x) = grg~' est un automorphisme de G, alors
gHg ' =H.

3. Soit ¢ € Aut(G) puisque H es caractéristique dans G, alors p(h) € H et ¢ '(h) € H
pour tout A € H. D’ou la restriction ¢y de ¢ a H est un automorphisme de H. Puisque K
est caractéristique dans H, alors ¢y (K) = ¢(K) C K. Cette propriété étant vraie pour tout
automorphisme ¢, elle est vraie pour p~!. D’on ¢ (K) C (K), c’est-a-dire, K C ¢p(K).
Ainsi K est un sous-groupe caractéristique de G.

4. Puisque N est distingué¢ dans G, alors pour tout g € G l'application ¢, définie par
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wg(n) = gng~! pour tout n € N est un automorphisme de N, comme H est caractéristique

dans N, alors
gHg'=H VgedG.

Exercice 17 :
1. On a Hl X H2 < G1 X G2 et V(gl,gg,hl,hg) S G1 X XGQ X Hl X HQ

(91,92)(h1,h2)(gf1,g51) = (glhlg;17g2h2g;1> € Hl X H2-

2. 0n a
© : G1XG2—>G1/H1XG2/H2

(91,92) — (91 H1, g2 H>)

est un morphisme de groupes surjectif avec ker(¢) = Hy X Hjy. Ainsi
Gl X Gg/Hl X H2 ~ Gl/Hl X GQ/HQ.

Exercice 18 :

1. A Sous-groupe de (B, o) des bijections de R sur R.

On a
v: A—R"

ar +br—a

est un morphisme de groupes surjectif avec ker(yp) = N, alors

N<A et A/N ~ R*.
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Chapitre 2

Actions des groupes et théoreme de
Sylow

2.1 Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 2.1. Soient G un groupe d’élément neutre e et X un ensemble non vide. On dit
que G opére a gauche sur X s’il existe une application

p: GxX —X
(g,2) — ¢(g,x),  motég-x

vérifiant
1.

P(0192,7) = 9(g1,0(02,0)) = (192) - x = g1 - (2 - ) V(g1,00,2) € G* x X.

ple,x) =e-x=ux VrelX.

Remarques. 1. On a une définition analogue pour les opérations da droite.
2. 8t G opére sur X, alors

i) Pour tout g € G
pg: X —X

r— pg(x) =g -z
est une bijection de X, ¢, € S(X).

ii)
¢: G— S(X)

gr—)cpg

est un morphisme de groupes.
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Exemples. 1. S, opére sur [1,n] par :

S, x [1,n] — [1,n]
(0,k)— ok =o0(k).

2. Soit 0 € S, alors < o > opére sur [1,n]

<o > x[l,n] — [1,n]

(0%, 1) — 0% -2 = oF(2).
3. GL,(R) opére sur R™ par :
U-z=U(x) vV (U,z) € GL,(R) x R™.

Remarque. En général
g1 T =92 T # g1 = g2
dans Sy
T12(4) = Ti3(4) =4 mais Tia # T13.

Proposition 2.2. G opére sur X si et seulement si il existe un morphisme de groupes de G

dans S(X).

Démonstration : "=—" Voir remarque précédente.
"«—="Ona¢: G — S(X) un morphisme de groupes. Posons

P(9)(z) =g =
ainsi pour tout (g1, g2, ) € G? x X, on obtient
g1+ (92-7) = d(g)[0(92) ()] = dg) 0 P(g2)(x) = d(g192)(x) = (9192) - @

¢ morphisme

Enfin
e-x=¢e)(r) = Idx(z) = z.

Remarques. G opére sur X.
1. Si H < G, alors H opére sur X (restriction de ¢ sur H x X).

2. L’ensemble {¢,|g € G} est un sous-groupe de S(X) appelé groupe de transformation
de X.

Action d’un groupe sur lui-méme
Soit G un groupe, on peut faire opérer G sur lui-méme
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1. Par translation

GxG—0d
(9,) — g

2. Par conjugaison
GxG—G

(9,2) —> gzg~ .

On peut faire opérre G sur l'ensemble (@) des ses parties

: G x P(G) — P(G)

(9, X) —> gX ={gz|z € X}.

G x 2(GQ) — 2(G)
(9.X) — gXg~ ' ={gzg ' |z € X}.

2.1.1 Orbites et stabilisateurs
Lorsque un G un groupe opere sur un ensemble X, alors la relation
r~y < Jge G telque y=g-x
est une relation d’équivalence.
1. Réflexivité :
2. Symétrique
T~y = y=g-x =g y=g gr=(9g)r=cr=0= y~u
3. Transitivité : x ~ y et y ~ z, alors
2=0 Y =92 917 = (9201) - = T~z

Les classes d’équivalences sont appelées les orbites. L’orbite d'un x € X est notée €2, ou O,

ou
G-z={g-z|ge€G}.

L’ensemble des orbites est le quotient de X par G est noté G/X.
L’ensemble

Go={9€Glg x=py(x) =}

s’appelle stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de x qui est un sous-groupe de G. En
effet :
ecGycare-x=x = G, #0.
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Soit (g1, ¢92) € G2, alors

(9192_1) "L = (9192_1) (g2 2) = g1 [(92_192> ‘T =g1-T =2
Donc
9192~ € G,.
Soit E/ une partie non vide de X.

1. On appelle fixateur de F, et on note
Fizg(E)={9g€G|g-x =z, Vz € E}.
2. On appelle stabilisateur de E, et on note
Stabg(E) ={9€ G|g-E = E}.
Si E' = {z}, on noté G, a la place de Fizg({z}) = Stabs({z}).

Proposition 2.3. Soient G un groupe, X un ensemble non vide tel que G opere sur X et
E une partie non vide de X. Alors

2. Stabe(E) < G.
3. leg(E) < Stabg(E>.

Démonstration : 1) C’est évident.
2) On a
e € Stabg(E) = Stabg(E) # 0.

Soit (g1, go, x) € (Stabg(E))? x E, alors
(g2 z=g1- (@ 2) =g [g2" (2 9] =g1-y€E
car go € Stabg(FE) et x € E donc il existe y € E tel que g5 - y = . Donc
192" € Gy
3) On a Fizg(F) < G et Fizg(E) C Stabg(FE), alors
Fizg(E) < Stabg(E).
Soit (g,¢91) € Stabg(F) x Fizg(FE). Montrons que

9919”" € Fizg(E)?

gg " r=g91- (g7 ) =90 -y=9-(g1-y)=g-y=n.
Donc
9919"" € Fizg(E) = Fizg(E) < Staba(E).
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Remarque. Soit ¢ le morphisme de G dans Sx associé a l’opération, alors

ker(p) ={g € Glo(g) =Ildx} ={9€Glg-z=x, Ve X}

= () Fizc({z})

zeX

- NG

zeX

Exemples. 1. Si G opére sur lui-méme par translation, alors
2, =G et  G,=Fizg({z}), Vzed.
2. Si G opére sur lui-méme par conjugaison, alors pour tout x € G
O, ={92g7 ' g€ G} et Fizg({z})={g9€G|grg ' =1} =Cq({z}).
3. Si G opére sur P(G) par conjugaison, alors pour tout S € P(Q)
Staba(S) = {g € |gSg~" = S} = Na(S) et Qs ={g9Sg ' |g € G}.
Ainsi S 9 G <= Stabs(5) = G.

Le normalisateur d’un sous-groupe H de G est le plus grand sous-groupe de GG dans lequel
H est distingué. En effet :
On a

H < Stablg(H) = Ng(H).

Soit K < G tel que H < K. Montrons que K C Ng(H)?
Soit k € K, alors kHk™' = H, ainsi k € Ng(H), et par suite k C Ng(H).

Définition 2.4. Soit G un groupe qui opére sur X. L’opération est dite transitive s’il n’y a
qu’une seule orbite (i.e, G/X est réduit a un seul élément)

V(x,y) € X* il existe g € G tel que y =g -z = @, ().
Exemple. Un groupe opére sur lui-méme par translation transitivement.

En particulier on retrouve le théoreme de Cauchy.

Théoréme 2.5. (Théoréme de Cauchy) Si G est un groupe d’ordre n (|G| =n), alors G est
isomorphe a un sous-groupe du groupe S,.

Démonstration : Soit

o: G— S(G)

g7 g
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le morphisme associé a 'opération de G sur lui-méme par translation. ¢ est injectif
ker(¢) = Fizg(G) ={9 € Glg- v =xVz e G} ={e}
et par suite, on en déduit grace a la premiere théoreme d’isomorphisme que
G~ Im(¢) < S(G) = S,
]

Soient G un groupe et H < G ( n’est pas nécessairement distingué). On peut faire opérer G
sur I’ensemble G/ H des classes a gauche modulo H

¢: GxG/H— G/H
(9.2H) — p,(zH) =g (zH) = gzH,

on a

Q.p =G/H et Fivg(zH) = zha™'.
Donc pour tout x € G

H<G <= zH =Hzr < Fizg(zH)=H.
De plus

¢»: G— S(G/H)
g%y
est un morphisme de groupes.
1) Si H < G, alors
ker(¢) = () aHx" = H.

e
2) Si H < G, alors
ker(¢) = {9 € G| @y = Id/n}-
Donc
g Eker(¢) < gzH =xH < g€ (| azHz ' = () Fizg(zH),
zeG zelG
et par suite

ker(¢) = ﬂ tHe ' <G car c¢’est le noyau d’un morphisme de groupes.
zelG

D’autre part pour = e et g € ker(¢) implique que gH = H et par suite ker(¢) C H. Donc
ker(¢) est le plus grand sous-groupe distingué de G inclus dans H. En effet :
Soit K <G tel que K C H on a pour tout g € G

K=gKg'CgHg' = K Cker(¢).

3) Si G est un groupe simple (i.e, les sous-groupes distingué de G sont G et {e}), alors pour
tout sous-groupe H de G (H # G) le groupe G est isomorphe & un sous-groupe de S(G/H),
car ker(¢) < G et ker(¢) C H, et par suite

ker(¢) = {e} = ¢ est injectif = G ~ Im(¢) < S(G/H).
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Proposition 2.6. Soient G un groupe d’ordre n et H < G tel que
G: H|=card(G/H) =k > 1.
Sin ne divise pas k!, alors G n’est pas simple.

Démonstration : Si G est simple, alors G isomorphe a sous-groupe de S, qui est
d’ordre k!, ainsi le théoreme de Lagrange implique que n divise k! absurde. [ ]

Théoreme 2.7. Soit G un groupe opérrant sur un ensemble X. Si l'action de G sur X est
transitive (¥ (z,y) € X? il existe g € G tel que y = g - x), alors

Fizg({z}) =G, ={9 € G|g -z =2} ~ Fizg({y}) = Gy, VY (x,y) € X2

Démonstration : Soit (z,y) € X?, alors il existe g € G tel que y = g -z, d’ou
r =g ! y. Soit

vy Gy — Gy
c— gcg_1
en particulier
c-rxr=2x car ¢ € Gy,

c’est que implique que

.y):gc-x:g-(c.x):g-m:y
donc 9, bien définie. De plus

1

gcg t=h < c=ghg!

d’olt ¥, est bijective. Comme
Ug(c162) = glerea) g™ = (gerg ™) (geag™) = Pglcr)iby(ca),
ainsi ¢, est un morphisme de groupes. Donc
Gy ~ Gy
]

Remarque. Lorsque l'action de G sur X n’est pas transitive on peut appliquer la preuve
précédante a un orbite, i.e,

G, ~G,, V(z,y)e N
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2.1.2 Equation aux classes

Théoreme 2.8. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Alors il existe une bijection
entre Q, = {g-x|g € G} et l'ensemble quotient G/G, (I’ensemble des classes d gauche
modulo G, ={g|g-x = x}). En particulier si G est fini, alors

|G| = |G,|Card(§2,).

Démonstration : Soit
f: Q. — G/G,
gr — gG,

i) f bien définie :
GiT = got => T =gy 'Gor => ¢y 'g2 € G,

et par suite
902G2 = 9197 ' 92Gx = 91Ga.
ii) f surjective : pour tout ¢G, € G/G, admet au moins gxr comme antécédent.
iii) f injective :
91Gx = 92Gr => 9192 € Gx = gy 'gor =2 = g1 = gou,

Si (G est fini, alors

d’ou
|G| = |G4|Card(£2,).
]

Corollaire 2.9. Soient X un ensemble fini et G un groupe opérrant sur X. Si {x;}1<i<, une
famille de représentants des orbites distincts, alors

Card(X) = XT:[G 1 Gy, = XT:Card(Qxi).

i=1 i—1
Démonstration : On a
X =%, avecQ,, NQ,, =0 pouri#j
i=1

et
G : Gy, = Card(§y,).
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Corollaire 2.10. Soit G un groupe fini opérrant sur lui-méme par conjugaison. Si {z;}1<i<,
une famille de représentants des orbites distincts, alors

Gl = 320G - Co{r)).

i=1

Démonstration : On a

Gu, ={9 € G|grig™! = 2;} = Co({x;}) centralisateur de z; dans G.

Remarque. Soit G un groupe opérant sur lui-méme par conjugaison et
Z(G)={g9eG|lgr =29,V e G} <G

son centre, alors
r € Z(G) < Cs({z}) =G,
c’est-a-dire,

r€Z(Q) <= [G:C,({z})] =1 = Q, = {z}.

Théoréme 2.11. (équation auz classes) Soit G un groupe fini de centre Z(G). Soit {x; }1<i<r
une famille de représentants des classes de conjugaison distincts et non réduites a un point

de G. Alors .
G =1Z(G)| + |G : Ca({z:})].

i=1

Application

Théoréme 2.12. (théoreme de Cauchy) Soit G un groupe fini et p un diviseur premier de
lordre de G. Alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Démonstration : Soit
X ={(x1, - z,) € GPlay---x, =€}

ol e est I’élément neutre de G. On a Card(X) = |G|P~!, car pour choisir un élément
de X nous devons faire p — 1 choix d’éléments de G. Soit

v: ZlpZxX —X

(k,z) — (T3 wm)

que définie une action de Z/pZ sur X.
Supposons que G ne possede aucun élément d’ordre p, alors le seul élément de X tel
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que Q, = {x} est (e,--- ,e). En effet : s'il existe z = (z1,--- ,x,) € X \ {(e,--- ,€)}
tel que Q, = {x}, alors

z= (21, ) = (27, , 1)
— (23, Ty
= (;p27... ,wal)
= (Tp, 1,7+, Tp-1),
ainsi
r=--=x, = 11’ =e

d’ott x; est d’ordre p absurde. Donc si G ne possede aucun élément d’ordre p, alors le
seul élément de X tel que 0, = {x} est (e, - ,e).

Soit x € X\{(e,--- ,e)}, comme |Z/pZ| = p est divisible par Card(£2,) et Card(2,) >
1, alors

Card(€,) =p

et par suite
|GPP = Card(X) =Y Card(Qy,,) =1+ mp

ou m est le nombre des orbites de taille plus grand que 1. Or |G| est divisible par p,
d’ou p divise 1 + mp absurde. [

Théoréme 2.13. (Généralisation de théoréeme de Cauchy) Soit G un groupe fini d’ordre n
k

et p un nombre premier tel que p* divise n. Alors il existe H < G tel que |H| = p*.
Démonstration : SipF =n — H =(.
Siph=1= H={e}.
Supposons que p* # n et p* #£ 1.
Démonstration par récurrence sur n : pour n = 1, c’est évident.
Supposons que pour tout groupe d’ordre m < n (n > 2) et pour tout p* divisant m,
il existe un sous-groupe d’ordre p*.
Montrons que si |G| = n tel que p* divise n, alors il existe H < G tel que |H| = p*.
D’apres I'équation aux classes, on a

r

G| =12(G)| + 2_[G : Ca({x:})].

i=1

avec {x;}1<;<, une famille de représentants des classes des orbites distincts et non
réduit a un point. Il y a deux cas :

Premiere cas

Il existe 1 <14 <r tel que p ne divise pas [G : Ca({z;})] > 2, or

G| = |Ca{zD|[G : Ca({zi})] = [Ca{x:})] < n.
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D’autre part p* divise n et p ne divise pas [G : Cq({z;})], donc p* divise |Cq({z;})| <
n, ainsi d’apres 'hypothese de récurrence Cg({x;} C G contient un sous-groupe
d’ordre p*.

Deuxieme cas

Pour tout 1 < ¢ < r, p divise [G : Cg({z;})], ce qui implique que p divise |Z(G)], et
par suite il existe un élément a € Z(G) d’ordre p. Soit H =< a > <G, alors

Gl _n
T =—<n

/= 1=

comme pF divise n (avec k # 0), alors pF~1 divise ‘G /H ‘ Ainsi 'hypothese de récur-
rence, implique qu’il existe sous-groupe de G/H d’ordre p*~! de la forme K/H avec
K < G tel que H C K, et par suite

K| = |K/H||H| = p"

2.2 Théoréeme de Sylow

Définition 2.14. Soit p un nombre premier. On appelle un p-groupe fini tout groupe d’ordre
une puissance non nulle de p.

Exemple. Z/87 est un 2-groupe.

Théoréme 2.15. (Théoréme de Burnside) Le centre d’un p-groupe n’est pas trivial (i.e,

{e} & 2(G)).

Démonstration : On a
Z(G)={geG|gr =129, Vx € G},

on fait opérer G sur lui-méme par conjugaison. D’apres 1’équation des classes

p' =G =1Z(G)| +Y_[G : Gy
i=1
Si Z(G) = G ok, sinon

Card(Qy,) =[G : Gy,] > 2
or G,, <G, alors |G,,| divise |G|.
Si |G,,| =1, alors

Card(Q,) =[G : G, = ||GG|| =

|G
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et par suite l'opération est transitive ce qui est impossible, puisque G n’est pas rénduit
a e (pour tout x € G il existe g € G tel que grg™! = y = e est par suite x = ¢).

Si |G, | = |G|, alors

Gl
Jezs

Card(2,,) =[G : G| =

impossible car z; ¢ Z(G).

Donc pour tout 1 < < r il existe 1 < a; < k tel que ‘| |

G‘—p . Or

G
61 = 126+ 16

et par suite dans Z/pZ (i.e, modulo p)

0=1Z(G)|+0.
Donc Z(G) n’est pas réduit a I’élément neutre. |
Corollaire 2.16. Tout groupe d’ordre p*, ot p est un nombre premier est abélien.

Démonstration : Comme Z(G) est un sous-groupe d’'un p-groupe, alors

p
Z(G)| =
2@)1-{ %
Si |Z(G)| = p?, alors Z(G) = G, est par suite G abélien.
Si |Z(G)| = p, alors ‘Z‘(é)‘ = p, dou G/Z(G) est cyclique. Or si G/Z(G) est cyclique,
alors G abélien. En effet :
Soit

M: G— G/Z(G)
s VA(C)

la surjection canonique, comme G/Z(G) est cyclique, alors il existe g € G tel que
I(g) est un générateur de G/Z(G). Soit (x,y) € G2, alors

M(z) = (T(g))" =T(g") et T(y) = (T(g)" =T(g™),
comme ker(I1) = Z(G), alors il existe (2/,y') € Z(G)? tel que
r=2ag" et y=ygqg™.

Donc
/I, n._m /. om N Iom, /. n

zy = (2'g")(y'g") = 2'y'g"g" = y'2'g"g" = y'g"'g" = ya.
[
Proposition 2.17. Soient G un groupe fini et H < G (H & G) tel que [g : H|] = p est le

plus petit nombre premier divisant |G|, alors H < G.
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Exemple. Si G est un groupe d’ordre 75, alors tout sous-groupe d’indice 3 est distingué.

Démonstration : On considere l'action de G sur G/H par translation & gauche

v: GxG/H—G/H
(9, zH) — g-xH

soit ¢ : G — Sg/m le morphisme associé. D’apres le premiere théoréme d’isomor-

phisme
G/ker(¢) ~ ¢(G) < S,  car Sgg ~ Sp.
Donc
’G/ ker(qb)’ divise |G| =n et p! = ‘G/ ker(qﬁ)‘ =p.
Comme
(G H] =p=[G:ker(¢)] = [ker(¢)| = |H]
et

ker(¢p) C H
en effet : soit g € ker(¢), alors pour tout = € G, on a

grH =xH pour x = e, on trouve gH = H, ce qui implique que g € H.
Donc
H =ker(¢) < G.

Définition 2.18. Soient p un nombre premier, n € N*, s € N* tel que pAs =1 et G un
groupe d’ordre p"s.
On appelle p-sous-groupe de Sylow de G, tout sous-groupe d’ordre p™.

Exemples. 1) Pour G = Z/12Z, on a |G| =12 = 223 et
<3>=10,3,6,9} est 2-sous-groupe de Sylow de Z/127Z.

<4 >=1{0,4,8} est 3-sous-groupe de Sylow de 7/127.
2) Pour
83 = {]d7 T12, T13, 723, (17 25 3>a (]-7 37 2)}
il y a 3, 2-sous-groupe de Sylow {Id, T}, {Id, 13} et {Id, To3}.
Le 3-sous-groupe de Sylow {Id, (1,2,3),(1,3,2)}.
8) Pour G = Z/900Z, on a |G| = 900 = 223252 et les sous-groupes de G : nZ/900Z avec n

divise 900.
2257./900Z :  2-sous-groupe de Sylow de 2257 /900Z.

100Z/900Z :  3-sous-groupe de Sylow de 2257 /900Z.
36Z/900Z :  5-sous-groupe de Sylow de 2257 /900Z.
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On peut généralise la définition dans le cas ou G est infini.

Définition 2.19. Soient G un groupe, H < G et p un nombre premier.
1. On dit que G est un p-groupe si

Vge G\{el ilexiste n(g) € N* tel que | < g > | = ord(g) = p™9).

2. On dit que H est un p-sous-groupe de G si H est un p-groupe.
3. Un sous-groupe S de G est appelé p-sous-groupe de Sylow si S est le plus grand (pour
Uinclusion) des p-sous-groupes de G.
Remarques. 1. Un p-sous-groupe de Sylow est un p-groupe.

2. L’image par un morphisme de groupes d’un p-sous-groupe est un p-sous-groupe. En
effet :
Soient ¢ : G — G' un morphisme de groupes et H un p-sous-groupe de G. Pour
tout y € o(H) il existe h € H tel que y = @(h), comme H est un p-sous-groupe de G,
alors il existe n € N* tel que ord(h) = p",

n m

g =¢ = ord(y) divise p" = ord(y) = p™.

3. Si H<G et G un p-groupe, alors G/H est p-groupe, car

In: G—G/H
g— gH

est un morphisme de groupes surjectif (G/H = I1(G)).

Proposition 2.20. Soient G un groupe fini et p un nombre fini. Alors tout p-sous-groupe
de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G.

Démonstration : Soit H un p-sous-groupe de G. Si H est maximal (pour I'inclusion),
alors H est un p-sous-groupe de Sylow de GG. Sinon il existe H; tel que H & H; avec
H, est p-sous-groupe de G, on itere ce procédé qui fini car G 'est. [

Remarque. La proposition précédente reste vraie pour G infini. En effet :

Soit
E ={H' <G| H' p-sous-groupe de G et H C H'},

onaE # 0 car H € E, et par suite le lemme de Zorn implique que E admet un élément
mazximal.

Ainsi on déduit l'existence des p-sous-groupe de Sylow.

Corollaire 2.21. Tout groupe fini posséde au moins un p-sous-groupe de Sylow.
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Démonstration : On a

(075

|G| = pit -l avec p; premier, a; € N* et p; Ap; = 1 pour i # j.

Ainsi le théoréeme de Cauchy implique 'existence de p;-sous-groupe et par suite la
proposition précédente assurée l'existence de p;-sous-groupe de Sylow. ]

Donc G possede des p-sous-groupes de Sylow. Nous allons maintenant voir comment liés les
p-sous-groupe de Sylow entre eux et donner des indications sur leur nombre.

Proposition 2.22. Soient G un groupe et p un nombre premier.
1. Tout sous-groupe conjugué d’un p-sous-groupe est un p-sous-groupe.
2. Tout sous-groupe conjugué d’un p-sous-groupe de Sylow est un p-sous-groupe de Sylow.
3. Si G posséde un seul p-sous-groupe de Sylow S, alors S <1 G.

Démonstration : 1) Soit H un p-sous-groupe de G, on a pour tout g € G, gHg ' ~ H
car
f: H—gHg!
h — ghg™*

est un isomorphisme.

2) Soit S un p-sous-groupe de Sylow, alors d’apres 1) gSg~—' est un p-sous-groupe,
supposons que ¢S¢~— ! n’est pas maximal, donc il existe S’, p-sous-groupe de G tel que
gSg~' ¢ S’ et par suite

1

SGg 'Sy
absurde car g~1S’¢g est p-sous-groupe et S maximal.
3) Si S est un p- Sylow, ainsi 2) implique que gSg~! est un p-Sylow pour tout g € G.
Comme S est unique, alors

gSg ' =5 = S«G.
[ |

Théoréme 2.23. (Théoréme de Sylow) Soient G un groupe fini, p un nombre premier et S
un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors

1. Si H est un p-sous-groupe de G, alors il existe g € G tel que
H C gSg'.

2. Les p-sous-groupes de Sylow de G sont les conjugués de S.
3. Les nombre de p-sous-groupe de Sylow de G : a,

a, divise |G|.

a, =[G : Ng(9)].

ap = 1[p].
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Démonstration : H opeére sur 'ensemble G/S par translation a gauche

¢: HxG/H—G/S
(h,gS) —> h-gS = ghS.
Ainsi G/S se décomposer en orbites pour cette opération, d’aprés 1’équation aux
classes le cardinal de chacune des orbites divise |H|. Ainsi les orbites sont de cardinal
1 soit de cardinal une puissance non nulle de p.
Montrons qu’il existe au moins une orbite de cardinal 1.

Si toutes les orbites sont de cardinal une puissance non nulle de p, alors p divise
Card(G/S) (puisque les orbites forment une partition de G/S). Or

|G| = p"s, avec (n,s) € N*? tel que pAs =1

et
G
Card(G/S):[G:S]:HS;:s, car |S| = p"
absurde car s n’est pas divisible par p. Donc il existe au moins une orbite de cardinal 1.
Soit ¢S un repréentant de cette orbite, ainsi pour tout h € H

1

h-gS = hgS =gS = g 'hgS =S — g 'hg€ S = hegSg ' = H C gSg".

2) Soit () un p-sous-groupe de Sylow de GG. Montrons qu'il existe g € G tel que

Q=gSg"?

Comme (@) est un p-sous-groupe de G, alors 1) implique qu’il existe g € G tel que

QCgSg
or
QI =p"=19Sg7"| = Q=9Sg™".
Pour démontrer 3) on a besoin de lemme suivant :

Lemme 2.24. Soient G un groupe fini, p un nombre premier et S un p-sous-groupe
de Sylow de G. Alors S est l'unique p-sous-groupe de Sylow de Ng(S).

3) On note S,(G) 'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G et on fait opere G sur
sur S,(G) par conjugaison

P G xSH(G) — Sp(G)
(9.Q) — 9Qg ™"

D’apres 2) on a une seule orbite pour cette opération (i.e, G opére transitivement par
conjugaison sur S,(G)). D’ou

a, = Card(S,(G)) divise |G|.
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De plus le cardinal de 'orbite est égal a I'indice du stabilisateur
|G : Stabg(S)]
puisque pour Iaction par conjugaison Stabg(S) = Ng(S), alors
4y = Card(8,(G)) = [G : No(S)].

Puisque G opére par conjugaison sur S,(G), alors S opére aussi par conjugaison sur
Sp(G). Done S,(G) se décompose en orbites pour cette opération. Le cardinal de ces
orbites divise l'ordre de S, donc chacune de ces orbites soit de cardinal 1 soit de
cardinal une puissance non nulle de p.

{S} est 'unique orbite de cardinal 1 (i.e, Qg = {S}). Soit @ un p-sous-groupe
de Sylow tel que l'orbite de @ est {Q}. Alors pour tout x € S

1Qr ' =Q = € Ng(Q) = S C Ng(Q).

Ainsi S et @ sont deux p-sous-groupes de Sylow de Ny (Q), d’ou

S =0Q.
Donc, on a une seule orbite de cardinal 1 et toutes les autres de cardinal divisible par

p d’ou
a, = 1[p].

Démonstration du Lemme 2.24
On a
Na(S)={g€GlgSg~"' = S}

on sait que Ng(S) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel S est distingué. Comme
|G| =p"s, |S|=p" et S C Ng(9),

alors
|INg(S)| =p"s’ avec pAs =1 ets divise s.

Soit (@ un p-sous-groupe de Sylow de Ng(S) d’apres 2) @ et S sont conjuqués dans Ng(S),
et par suite il existe x € Ng(5) tel que

Q=xSxz7!

comme x € Ng(S), alors

St =5 = S=0Q.
D’ou le lemme. [ |

Corollaire 2.25. q, divise s.
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Démonstration : On a |G| = p"s avec p A s = 1 et a, divise |G|, alors a, = p¥s’ avec
0<k<netpAs =1,alors s divise s. Or a, = 1[p|, donc k = 0, et par suite a, = &’
divise s. m

Corollaire 2.26. Soient G un groupe fini et S un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors
S <G <= S est l'unique p-sous-groupe de Sylow de G.

Démonstration : "<=" voir Proposition 2.22.
=" Soit () un p-sous-groupe de Sylow de G, alors il existe g € G tel que

Q=gSg" =S5
d’otl I'unicité. -

Exemples. 1. Un groupe d’ordre 63 n’est pas simple.
On a 63 = 3%7, alors
a; = 1[7) et ay divise 9.

Donc a; = 1, et par suite il y a un seul 7-sous-groupe de Sylow, ainsi il est distingué.
D’ou le groupe n’est pas simple. De méme pour les groupes d’ordre 35.

2. Soit G = 83, alors |G| =2 x 3. Donc
ag = 1[2] et ay divise 3 = as =1 ou 3

as =3 car il y a 3, 2-sous-groupe de Sylow {Id, T2}, {Id, 13} et {Id,o3}. Par contre
as = 1.
Ainsi S3 n’est pas abélien car dans un groupe abélien tous les sous-groupes sont dis-
tingués.

Remarque. 5i G est un groupe abélien fini d’ordre fini divisible par un nombre premier p,
alors G ne posséde qu’un seul p-sous-groupe de Sylow.

Corollaire 2.27. Tout groupe fini d’ordre pq ot p et q sont deux nombres premiers distincts
n’est pas simple.

Démonstration : Supposons que ¢ < p. On a
a, =1[p] et a, divise ¢ = a, =1ougq

comme 1 < ¢ < p, alors a, = 1. Ainsi G possede un unique p-sous-groupe de Sylow S
d’ordre p, et par suite S << G avec {e} & S & G. Donc G n’est pas simple. [ |

Avec des conditions supplémentaires, on a un meilleur résultat.

Proposition 2.28. Soit G un groupe d’ordre pg ou p et q sont deuxr nombres premiers
distincts. Sip 2 1[q] et g 2 1[p|, Alors G cyclique, abélien et isomorphe a Z/pZ X Z]qZ ~
Z/pqZ.
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Démonstration : On a
ap=1 et a,=1,
d’ou GG possede :
Un unique p-sous-groupe de Sylow P.
Un unique g-sous-groupe de Sylow Q).
Ainsi

PG et Q<G.

Comme P d’ordre premier, alors P cyclique P =< x > de méme Q) =< y > .
Montrons que
xy = yx?

Comme P N (@ est un sous-groupe de P et @), alors lethéoreme de Lagrange implique
que
|[PNQ| divise p et ¢

or
pAg=1= |PNQ|=1= PNQ ={e}.

Comme P <@ et Q <G, alors
zyz 'yt e PNQ = {e},
d’ou
TY = YT.

Montrons que
G =< axy >?

On a

(zy) = oy = e.

Soit m € N* tel que (xy)™ = e, alors 2™ = y~™ € PN Q, et par suite 2™ = y™ = e.
Donc p divise m et ¢ divise m. Donc

ppem(p,q) = pq  divise m

alors
| <zy>|=pg=|G],

d’ou G cyclique engendré par xy. Ainsi
G ~7/pqZ

or pAq=1, donc
G ~17/pZ x 7]qZ.
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Remarque. D’aprés la proposition pécédente il n’y a qu’un seul groupe a isomorphisme prés
d’ordre pq ot p et q sont deur nombres premiers distincts avec p 2 1[q] et ¢ 2 1[p|. Par
exemple @ isomorphisme prés il y a un seul groupe d’ordre 15 : 7./37 X 7|57 ~ 7./ 157.

Proposition 2.29. Soient G un groupe fini, p un nombre premier divise |G|, N QG tel que
p divise |[N| et S un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors

1. SN N est un p-sous-groupe de Sylow de N.
2. SN/N est un p-sous-groupe de Sylow de G/N.

Démonstration : On a
|G| =p"s avecn e N*et pAs=1,

IN| =p™s avec m € N*, m <n et s divise s

et

S| = p".
1) Soit @ un p-sous-groupe de Sylow de NV, ainsi @) est un p-sous-groupe de N, et par
suite () est n p-sous-groupe de G. Ainsi le théoreme de Sylow implique qu’il existe un
p-sous-groupe de Sylow S’ de G tel que

Qcs.

De nouveau le théoreme de Sylow implique qu’il existe g € G tel que

S =gS'g!
comme @ C S’ alors
gQg™ ' C S.
Ona N<aGet@ CN, alors
9Qg~' C N,
d’out
gQg ' C SN N.

L’ordre de SN N divise |S| et | V|, alors
|ISNAN|=p* avec 0 < a <inf(n,m)
puisque gQg ! C SN N et gQg~! est un p-sous-groupe de Sylow de NN, d’o
|ISAN|>p" = |SNN|=p™.

Donc SN N est un p-sous-groupe de Sylow de N.
2) Par le théoreme d’isomorphisme, on a

SN/N ~ S/SAN,
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ainsi

[SN/N|=|s/SnN| =p

Comme <
‘G/N‘ = ;pnfm,

donc SN/N est un p-sous-groupe de Sylow de G/N. [ ]

Pour classifier les groupes abéliens finis, on a besoin de définir produits directs.

2.3 Produits directs

Soient (G, *1) et (Gg,*9) deux groupes. On peut munir le produit cartésien G x Go d'un
structure de groupe, en définisant une l.c.i *, par

(Ib $2) * (yla y2) = ($1 *1 Y1, T2 *9 y2)

Proposition 2.30. Soient Gy et G5 deux groupes. Alors
1. Gi x Gy abélien <= G et G5 sont abéliens.
2. G1XG22G2XG1-

3. Si G1 et Gy sont cycliques d’ordre m et n tel que mAn = 1, alors Gy X Gy est cyclique
d’ordre mn.

Démonstration : 1) "<=" C’est évident.
2 : 7 On a

(z1y1, €2) = (w1, €2)(y1, €2) = (Y1, €2) (21, €2) = (Y121, €2).
Don G abélien de méme G5 abélien. 2) L’application suivante

@ . G1XG2—>G2XG1
(x17x2) — ($2,$1)

est une morphisme.

3) On a
Gi=<z> avec|Gi|=m et Gy=<y> avec|Gi|=n,

alors
(z,y)™" = (™", y"™") = (e1,e2) = e.

Si (z,y) est d’ordre r, alors m divise r et n divise r, or m An = 1, d’on mn divise r
de plus r divise mn. Donc

r=mn = G X Gy =< (z,y) > = |Gy X G3| = mn.
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Corollaire 2.31. Soit ny,--- ,ng une suite d’entiers positifs tel que
n; An; =1 pouri#j.
Si G; est un groupe cyclique d’ordre n; pour 1 <1i < k, alors
G=G x - xGy
est un groupe cyclique d’ordre n = mnq - - - ng.

Démonstration : Par récurrence sur k.
i) Pour k = 1, c’est par définition.
ii) Supposons que le résultat vrai jusque’a 'ordre k — 1

H =G x---xG_1 estcyclique d’ordre nq -+ -nj_q.
Ainsi la proposition précédente, implique que
G = H x Gy est cyclique d’ordre nq - - - ny.

Remarques. 1. Pour Gy = Gy = Z/27, alors Gy x Gy est d’ordre 2 et se groupe n’est
pas cyclique car il ne contient pas d’éléments d’ordre 4.

2. Soient Gy et Gy deux groupes. Les sous-groupes de G1 X Gy ne sont pas tous de la
forme Hy x Hy ou Hy < Gy et Hy < Gy. Par exemple pour

G=17ZJ27 x Z]27Z
H est un sous-groupe de G avec
H ={(0,0),(1, 1)}
et les sous-groupes de 7./27 sont
{0} et Z/2Z

et H n’est pas produit cartésien de ses deux sous-groupes. C’est pour cette raison le
produit cartésien est parfois appelée "produit direct externe’.

Définition 2.32. Soient G un groupe, H < G et K < G. On dit que G est le produit direct
interne (ou plus simplement produit direct) de H et k si

1. HaG et K< G.

2. Pour tout g € G
Al(h,k) e Hx K tel que g = hk.
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Exemple. Sin Am = 1, alors Z/mnZ est le produit direct de nZ/nmZ et mZ/nmZ. En
effet - on a Z/mnZ =<1 > . Soit

H=<m>~nZ/nmZ e K =<n>~ml/nmZ
comme Z/mnZ est abélien, alors H < Z/mnZ et K <1Z/mnZ. Or
Z)/mnZ ~7/mZ X Z/nZ
d’ot Z./mnZ est le produit direct de H et K.

Remarque. on peut généraliser la notion de produit direct a un famille finie : Hy,--- , H,
1. H; <G pour tout 1 <1i <.
2. Pour tout g € G

E”(h’l"'ahT>€H1X"'XHr t@lque g:hlhr

Proposition 2.33. Soient G un groupe, H < G et K <1 G tels que
1. HnN K{e}.
2. G=HK.

Alors G est le produit direct de H et K.

Démonstration : Le deuxiéme point implique que pour tout g € G il existe (h, k) €
H x K tel que g = hk. Unicité, supposons que

hiky = haka,
alors
hy'hy =koki' € HNK = {e} = hi=hy et k =ko.
|

Remarque. On peut généraliser le résultat de la proposition précédente a une famille finie
H;, <G pour1 <i<r.

1. Hy---H; 1N H; ={e} pour2 <i<r.

2. G=H, - H,.
Alors G est le produit direct des sous-groupes Hy, -+ , H,.
Corollaire 2.34. Soit G un groupe. On suppose que G est le produit direct de H et K (reps.

d’un nombre fini Hy,--- , H,). Alors tout élément de H (reps. de H;) commute avec tout
élément de K (reps. de H; pour i # j).
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Démonstration : Soit (z,y) € H x K, comme H <G et K <G, alors
wyr~ly T = a(yaTly ™) = (ayz Ty € HNK = {e},
alors

Ty = yx.
[ ]

Remarque. Un produit cartésien de deuz (ou d’un mombre fini) de sous-groupes n’est pas
nécessairement un produit direct. Par contre un produit direct est un produit cartésien.

Proposition 2.35. 1) Si G est un produit cartésien de deux groupes H et K (G =H x K)
(reps. Hy,--- , H,), alors il existe N <G et M <G (resp. Ny,---,N,) tels que H ~ N et
K ~ M (resp. H; ~ N;) tel que G est le produit direct de N et M (reps. N;).

2) Si G est le produit direct de H et K (reps. Hy,--- , H,), alors G est isomorphe au produit
cartésien de sous-groupes isomorphes & H et K (reps. H;)

G=HK~HxK
Démonstration : 1) On prend
N=Hx{e} et M={e} xK,
on a

NG et M<aG

et
NNM={(ee)}

de plus pour g = (h, k) € G, on a

g = (h,e)(e, k).

Donc G est le produit direct de N et M.
2) G produit direct de H et K (rappelons que les éléments de H commutent avec les
éléments de K). Soit

p: HK — H X K

g = hk — (h, k),

on a

plg9) = o((hk)(W'K)) = p(hkh'K) = o(hh'kK') = (hb, kK)
= (h, k) (R K)
= 0(g9)e(d)
d’ott ¢ est un morphisme de groupes. Il est clair que ¢ est surjectif. De plus

p(g9) = p(g) = (h,k) = (I, K)

et par suite ¢ est injectif. Donc ¢ est un isomorphisme. [
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Théoreme 2.36. Soit G un groupe fini, dont tous les sous-groupes de Sylow sont distingués,

alors
G = produit direct de ses sous-groupes de Sylow

~ au produit cartésien de ses sous-groupes de Sylow.
Exemple. Un groupe G d’ordre 35 est cyclique
G=7/527]TL ~7]57 x L] TZ.

Démonstration : Par récurrence sur le nombre de sous-groupe de Sylow.
Sik=2: H; et Hy sont les deux sous-groupes de Sylow de GG

H, <G et Hy<tG tels que |Hy| = pi* et |Hy| = p3?
comme p; # po, alors Hy N Hy = {e}. Donc
|G| = pi"py?
H H, <G — G =H,Hy,~ H| x H,.
| HyHa| = pi'ps?

Supposons que le résultat est vrai pour £ = n. Montons le résultat pour k =n + 17
On pose
K =H, - H,

on a
K <G car pour tout (g,k) € G x K, gkg™' = ghig~tghag™ -+ - gh,g' € K.
Ainsi I’hypothese de récurrence, implique que

K~H x---x H,,

de plus
K| =1[p", Hu1 <G, |Hopa| =p3i et KHo <G
i=1
n+1
avec |KH,1| =[] = |G|
i=1
Donc
G:KHn+1 ~ K X Hn+1 l’Hl X "'Hn+1-
|
Remarques. 1. Soit G un groupe tel que |G| = p{*---pp¥ ou py,--- ,px sont des

nombres premiers distincts et a; € N*. Si pour 1 < i < k, G ne posséde qu’un
seul p;-sous-groupe de Sylow. Alors

Gzpl"'Pk2P1X"'XPk.
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2. Soit G un groupe abélien tel que
|Gl =it pit
ol p1,--- ,pr sont des nombres premiers distincts et a; € N*. Alors
G=P---P,~P x---x P,.

Lemme 2.37. Soient G un groupe abélien et (H;)1<,<k une famille de sous-groupes d’ordre
deux a deuz premiers. Alors

H:Hl---szHlx---ka.
Démonstration : On a
H,. <G V1<i<k car G est abélien,

alors
H<«d.

Montrons que
(Hl"'Hr)er+1:{e} Vi<r<k-17?

Soit d, = |H,| pour tout 1 <r < k. On a
‘HlHT‘ divise ppcm(dh'" 7d1")7

alors
’Hl . HT’ VAN ’HrJrl‘ == 1

Donc
(H1~~~HT)QHT+1:{€} v1§7"§k—1,

et par suite H est le produit direct de (H;)1<,<k, ainsi
H=H,---Hy,~H; x--- X Hg.
n

Proposition 2.38. Soit G un groupe abélien d’ordre n, alors pour tout d diviseur de n, G
admet un sous-groupe d’ordre d.

Démonstration : On a
k
n=]]pr{, alors d:pr",
i i=1

et par suite le théoreme de Cauchy, implique 'existence d'un p;-sous-groupe de G
d’ordre p;” : H; pour tout 1 <i < k. Donc le lemme précédent, implique que

k
H:HHi2H1X"‘XHk

i=1

est un sous-groupe de G d’ordre d. [ ]
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Définition 2.39. Soit G un groupe d’élément neutre e. On appelle exposant de G le plus
petit entier strictement positif n, s’il existe tel que

g"=e Vgei

s’il n’existe pas, on dit que l’exposant est infini. (i.e, 'exposant de G est ppem des ordres des
éléments de G).

Proposition 2.40. Soit G un groupe abélien fini. Alors

1.

L’exposant de G est le mazimum des ordres des éléments de G.

1l existe x € G d’ordre l’exposant de G.

L’ordre de tout élément divise [’exposant de G.

L’exposant d’un groupe a les mémes facteurs premiers que 'ordre du groupe.

L’exposant d’un groupe divise [’ordre du groupe.

Démonstration : 1) Soit m le maximum des ordres des éléments de G et x € G tel

que
| <x>|=m

Montrons que 'ordre de tout élément de G divise m?
Soit y € G tel que | <y > | = ¢, alors il existe z € G tel que

| <2 >|=ppem(m,q) > m,
or m est le maximum, alors
ppem(m,q) = m = q divise m.
2) D’apres 1).
3) D’apres la définition.
4) On a
Gl = st i

ainsi le théoréme de Cauchy, implique qu'il existe (zy,--- ,2;) € G* tel que
| <z; >|=p; pourtout1l<i<Ek.

5) Comme l'exposant de G est égal a l'ordre d'un point z, d’ou I'exposant divise
l'ordre de G (théoreme de Lagrange). |

Proposition 2.41. Soit G un groupe abélien fini et x un élément d’ordre maximal dans G.

Alors

1.
2.

1l existe un morphisme de G dans < x > qui envoie x sur x.

1l existe K < G tel que
G=<uax>K~<z>xK.
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Démonstration : 1) Soit H < G tel que x € H, supposons qu’il existe
p: H-—<z>

tel que ¢(x) = x.
Soient y € G\ H avec | <y > | =mn,

@: Z/nZx H—<zx>
(k. h) — 2™ (h)

et
p: Z/nZx H—<vy, H>

(k, h) — y*h
des morphismes ou [ est un entier a déterminer.
@ bien définie <= 1™ =e (h =)
or | <x>|=m,don
m divise nl. (2.1)

Comme p est surjectif, alors
<y, H>~7Z/nZ x H/ ker(p).
On a

(k,h) €ker(p) <= yh=c <= h=y " c HNn<y >,

comme < y > est cyclique, alors HN < y >=< y® > avec 8 divise n. Donc

ker(p) =< (8,y577) > .

D’une autre coté

P(B,y7%) = a"p(y™?)
or p: H —< x>, posons
p(y?) = 2%,
et par suite
p(B,y~7) =", (2.2)
Soit ¢ : <y, H >——< x > un morphisme de groupes tel que ¢ = q o p, alors

ker(p) C ker(p),

ainsi I’égalité (2.2), implique que

pBy ) =e sil=4.
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Vériffions que (2.2) compatible avec (2.1) et [ € Z.
On a B divise n et ¢(y®) = 2* donc

an

o177 ) = plym) =
= (e)

d’ou m divise ¢t = In d'ou (2.1) vérifié. Comme m I'exposant de G, alors n divise m
de plus m divise %2, alors (§ divise a, c’est-a-dire, [ € Z.
2) On a

p: G@—<z>

g — #(9)
tel que ¢(x) = x. De plus

Kker(p) <G et KN<az>={e} car @eps = Ideys,
et par suite théoreme d’isomorphisme, implique que

G/K~<zr>= |G|=|K||<z>| = G=<z>K~<z>xK.

|
Théoréme 2.42. Pour tout groupe G abélien fini non trivial, il existe r entiers : dq,--- ,d,
tels que
1. dy > 2.

2. d; divise d;y1 pour tout 1 <1 <r —1.
3. G=7/dZ x --- x Z]d,Z.
(dy,--- ,d,) unique.

Démonstration : Existence : G groupe abélien fini d’exposant d,., soit x4 € G tel
que | < zq > | = d,, on noté

H, =<uzq4>~17/dZ.
La proposition précédente, implique qu’il existe K, _, < G tel que
G=<ux4> [(dri1 ~ Hdr X qu_l.

Si K4,_, # {e}, on recommence en remplacant G par K, _, et portant d'un élément
xq4,_, d’ordre 'exposant de Ky, _,. Aprés un nombre fini d’étapes on a Ky = {e}. C’est
clair que d; divise d;;1 pour tout 1 <7 < r — 1 puisque il s’agit d’exposant.
Unicité : Si

GZ/dZx - xXZL/d,L~7]d\7 x - xXZL]d.7Z
I'exposant de G : d, et d] donc d, = d... Ainsi

Z)WZx - xTL]de \T~7)d\7 % - X L]d,. |7

de méme, on trouve d,_; = d._,, jusque’a on obtient d; = d. [
9 r—1> 1
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Exemple. Soit G un groupe abélien d’ordre 300. On a
|G| =223 5
a isomorphisme prés il y a 4 groupes

Z/27. x LJ2Z. x Z.J3Z x T.)5L x T./5Z ~ Z.]10Z X Z/30Z.
ZJAT x ZJ3ZZ/5Z x 7.)5Z ~ Z./5Z x Z./60Z.

7./27. x 7./2Z. x 7./37. x 7257 ~ 7./27 x 7,/150Z.

7.JAZ. x 7./37.Z/57. x 7./257. ~ 7,/300Z.

Remarque. Un groupe abélien fini dont l’ordre est sans facteur carré est cyclique, i.e, si

Gl=p1--pp = G=ZJp:---pL
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2.4 Série numéro 11

Exercice 1 : Soit X un ensemble non vide. Vérifier que I'application ¢ : S(X) x X — X
définie par (o, x) = o(z) est une action de S(X) sur X. Cette action est-elle transitive ?
Exercice 2 : Soit S' = {(z,y) € R? | 2?4+ y* = 1}. Vérifier que I'application p : R x ST —
St définie par p(), (z,y)) = (zcos A+ ysin A, —zsin A + y cos \) est une action de R sur S.
Cette action est-elle transitive ?
Déterminer G(; ). En déduire que R/27Z est en bijection avec S*.

Exercice 3 : Soit G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini n. On note par H’

I'intersection des conjugués de H par les éléments de G.

1. Montrer que H' est un sous-groupe distingué de G.

2. Montrer que H' est d’indice fini dans G.

3. Montrer que H' est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans H.
Exercice 4 : Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X.

1. On suppose que toute orbite contient au moins deux éléments, que |G| = 15 et que
card(X) = 17. Déterminer le nombre d’orbites et le cardinal de chacune.
2. On suppose que |G| = 33 et card(X) = 19. Montrer qu’il existe au moins une orbite

réduite a un élément.
Exercice 5 : Soient G un groupe d’ordre 35 et X un ensemble de cardinal 19 muni d'une

action p : G x X — X qui ne fixe aucun élément de X. Quel est le nombre d’orbites pour
l’action .

Exercice 6 : Soit G un groupe infini admettant un sous-groupe H propre d’indice fin.
Montrer que G n’est pas simple.

Exercice 7 : Soient G un groupe fini non réduit a I’élément neutre et p le plus petit nombre

premier divisant |G|. Montrer que tout sous-groupe H de G d’indice p est distingué dans G.
Indication : Considérer 'action par translations a gauche de G sur I'ensemble quotient G/H.
Exercice 8 : Soit G un groupe fini. Soit p un diviseur premier de 'ordre de G.

1. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de GG. Montrer que les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

— S est 'unique p-sous-groupe de Sylow de G.

— S est stable par tout automorphisme de G.

— S est distingué dans G.
2. Soit K un sous-groupe distingué de G tel que p divise |K|. Montrer que si H est un
p-sous-groupe de Sylow de K, distingué dans K, alors H est distingué dans G.
Exercice 9 : Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts, avec ¢ > p. Soit G un groupe

d’ordre pq. Soit H un sous-groupe d’ordre g de G.

1. Montrer que H est distingué dans GG. En déduire un morphisme de groupes de G dans
Aut(H).

2. Quel est 'ordre du groupe Aut(H).

3. Si p ne divise pas ¢ — 1, montrer que G est cyclique.

Exercice 10 : Soit G un groupe simple d’ordre 60.
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1. Calculer le nombre de 5-sous-groupes de Sylow de G.

2. Montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de Sg.

3. En déduire que G est isomorphe a un sous-groupe de Ag.

Exercice 11 : Montrer que tout groupe d’ordre 56 a au moins un sous-groupe distingué

non trivial.
Exercice 12 : Soient G un groupe, p un nombre premier divisant l'ordre de G et H un

sous-groupe de G. Montrer que si P est un p-sous-groupe de Sylow de G tel que Ng(P) C H,
alors Ng(H) = H.

Exercice 13 : Montrer qu'un groupe d’ordre pgr avec p, q et r premiers distincts n’est pas
simple.

Exercice 14 : Montrer qu'un groupe G d’ordre 300 n’est pas simple.

Indication : On pourra considérer le noyau de l'action de G sur Sg(G).

Exercice 15 : 1. Montrer qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 63.

2. Quels sont les groupes simples abéliens.
Exercice 16 : Soit p un nombre premier.

1. Montrer que tout groupe d’ordre p? est isomorphe & Z/p*Z ou a Z/pZ x Z/pZ.
2. Soit G un groupe abélien d’ordre p3.
— Montrer que si G posséde un élément d’ordre p3, alors G isomorphe a Z/p3Z.
— Montrer que si tous les éléments non triviaux de G sont d’ordre p, alors G est iso-
morphe & (Z/pZ)>.
— On suppose que G ne posseéde pas d’élément d’ordre p?, mais un élément g d’ordre
p?. En dénombrant les éléments d’ordre p? dans G, montrer qu'il existe un élément
d’ordre p hors de (g) . En déduire que G isomorphe a Z/p*Z x Z/pZ.

Exercice 17 : Soit G un groupe simple d’ordre 60.
1. Si H est un sous-groupe de G d’indice n > 1, montrer que n > 5 (pourra considérer
'action a gauche de G sur 'ensemble G/H).
2. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G. Montrer que [G : Ng(95)] est égal a 5 ou 15.
3. Dans toute cette question, on suppose [G : Ng(S5)] = 15.
— Montrer qu’il existe deux 2-sous-groupe de Sylow de G d’intersection non triviale.
Soit 7 un élément non trivial qui est dans l'intersection de deux 2-sous-groupe de
Sylow distincts.
— Soit C; le centralisateur de 7 dans G, c’est-a-dire le sous-groupe de G formé des
éléments qui commutent avec 7. Montrer que [G : C;| = 5.
4. Montrer alors que tout groupe simple G d’ordre 60 possede un sous-groupe d’indice 5. En
déduire que G est isomorphe a As.
Exercice 18 : Soient p, ¢ deux nombres premiers et G un groupe d’ordre p*q.

1. Montrer que G n’est pas simple.

2. On suppose que p? — 1 n’est pas divisible par ¢ et ¢ — 1 n’est pas divisible par p. Montrer
que G est abélien.

Exercice 19 : Soit G un groupe d’ordre 30. Notons ng (resp. n;5) le nombre de 3-sous-groupe

de Sylow de G (resp. le nombre de 5-sous-groupe de Sylow de G).

74



1. Donner les valeurs possibles de n3 et ns.
2. Supposons que ng # 1 et ny # 1.
— Déterminer les nombres des éléments d’ordre 3 et d’ordre 5.
— En déduire que ng =1 ou n5 = 1.
3. Soient P un 3-sous-groupe de Sylow de G et (Q un 5-sous-groupe de Sylow de G. Notons
N = PQ.
— Montrer que N est un sous-groupe distingué de G' d’ordre 15.
— Montrer que P et () sont distingués dans N.
— Montrer alors que N isomorphe est a P x (). En déduire que N est cyclique.
4. Déterminer le nombre des éléments d’ordre 15 dans G :
— Dans le cas ou ng # 1.
— Dans le cas ou ny # 1.
5. En déduire que n3 =1 et n5 = 1.
6. Soit R un 2-sous-groupe de Sylow de GG. Montrer que G = NR.
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2.5 Correction

Exercice 1 : Comme

@(o1009,2) =01 009(x) = 01(02(37)) = 90(01, 90(02755))

et
o(ld,r) =z,

alors S(X) opére sur X. De plus V (z,y) € X2 on a :
Si x=y, alors y=p(ldx),

si x#y, alors y= (T4, ).

Donc il y a une seule orbite, et par suite, S(X) opere transitivement sur X.
Exercice 2 : On a

g&()\l + Ao, (, y)) = (m cos(A1 + A2) + ysin(A; + X)), —xsin(A + \2) + ycos(A + /\2)>
- SO()\IJ 90()\27 <I7 y)))

et
(0, (x,)) = (z,v),

alors R opére sur St.
Est-ce que V (z,y, z,t) € R?* existe-t-il A € R tel que

(z,1) = (N (2,9))?
C’est-a-dire

{ z = xcos(A) + ysin(N),
t = —xsin(\) 4+ ycos(A)

¢a implique
cos(A) = xz + yt,
sin(\) = yz — at.

Donc R opére transitivement sur S*.
Par définition de stabilisateur, on a

Gy ={NeR[p() (1,0)) = (1,0)} = 27Z.

Comme l'ensemble quotient R/G/, ) est en bijection avec 'orbite de (x,y) (,)) et action
est transitive, c’est-a-dire, Q(,,) = S' pour tout (z,y) € S*, alors R/27Z est en bijection
avec S1.

Exercice 3 : On a
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H/ _ m g H g—l
geG
1. évident.
2. Montrons que H' est d’indice fini dans G. Pour cela considérer le morphisme de G a
valeurs dans le groupe des permutations des classes a gauche de G modulo H et montrer que
le noyau de ce morphisme est le groupe H'.
3. évident.
Exercice 4 : Toute orbite (2, est en bijection avec G/€2,. Donc le cardinal de 2, divise
|G|. De plus la somme des longueurs des orbites est égale au cardinal de X.
1.On a
|G| =15, card(X) =17 et card(,)>2Vz e X.

Supposons, on a k orbites avec card(f),,) = 3 ou 5 ou 15 avec

card(Qy,) + - -+ + card(Q),,) = 17

3p + 5q + 1om = 17,

ainsi
m=0, g=1 e p=4.

Donc il y a 4 orbites de longueur 3 et une orbite de longueur 5.

2.0mn a
k-1+3p+11g+ 33X\ =19,
alors
A=0 et g=0oul.
Donc k£ > 1.
Exercice 5 : Soient k le nombre d’orbites pour l'action de ¢ et x1,--- ,xp un systeme de

représentants des orbites de 'action de G sur X. Donc
Card(2,,) = 1 ou b ou 7 ou 35.
Comme ¢ ne fixe aucun élément de X, alors
Card(Q,,) >2 V1<i<k,

or €, C X, ainsi
Card(§;,) =5ouT,
d’ou
5n + 7Tm = 19

et par suite n =1 et m = 2. Donc k£ = 3.
Exercice 6 : On fait opérer G sur ’ensemble GG/H par translation a gauche
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o:GxG/H —G/H
(9,2H) — gxH

et par suite il existe un morphisme de groupes
¢ G — SG/H ~ Sn
qui n’est pas injective car G est infini et Sg, g fini. Donc

{e} & ker(¢) <« G.

Si ker(¢) = G, alors
grH =xH V(g,2) € G

pour x = e, on aura g € H, c’est-a-dire, G = H absurde. D’ou

{e} & ker(¢) & G.

Exercice 7 : On fait opérer G sur ’'ensemble GG/H par translation a gauche

¢:GxG/H— G/H
(9,xH) — gxH

et par suite il existe un morphisme de groupes
¢: G— Sq/a =Sy

ker(¢) est un sous-groupe distingué en tant que noyau d’un morphisme. Il est inclus dans
H car si grH = xH, pour tout z € G, en particulier gH = H et donc g € H. De plus
|G : ker(¢)] divise p! et |G|. Puisque p est le plus petit diviseur premier de l'ordre de G,
ainsi le plus grand commun diviseur de p! et de l'ordre de G est p, et par suite [G : ker(¢)]
divise p. Puisque ker(¢) est contenu dans H et que H est d’indice p dans G, on doit avoir
ker(¢) = H, donc H est distingué¢ dans G.
Exercice 8 :
1. 1) = ii) Soit f € Aut(G), alors f(S) est un p-sous-groupe de Sylow de G car |f(S)| = |S].
Et par suite f(S5) = S.
ii) = iii) f(z) = grg™' (o0 g € G) est un automorphisme de G. Ainsi gSg~! = S, donc S
est distingué dans G.
iii) = i) Les p-sous-groupe de Sylow de G sont tous conjuqués a S comme S est distingué
dans G, alors ils sont tous égaux a S.
2.0mn a

gKg'=K VgedGqG.

Comme H est p-sous-groupe de Sylow de K, alors gHg ! est p-sous-groupe de Sylow de
gKg~!' = K por tout g € G. Or H est distingué dans K, ainsi c’est le seul p-sous-groupe de
Sylow de K. Donc

gHg'=H VYged.
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Exercice 9 :

1. Le nombre de g-sous-groupe de Sylow de G divise p et congru a 1 modulo ¢. Donc n, = 1,
et par suite H distingué dans G.

0:G— Aut(H)
g—ig avec iy(h) = ghg™'.

2. Comme H = Z/qZ, alors Aut(H) « Aut(Z/qZ) = Z]/(q — 1)Z, alors |Aut(H)| = ¢ — 1.
3. Comme k = [Im(p)| divise ¢ — 1 et |G| = pg = p(q¢ — 1) + p, alors k divise p, alors k = 1
ou p, or p ne divise pas ¢ — 1, ainsi k = 1, et par suite ¢(g) = Id, pour tout g € G. Donc
ghg™ = h, dou H C Z(G), alors |G/Z(G)| = 1 ou p, ce qui implique que G/Z(G) est
cyclique. Alors G abélien : En effet
Comme G/Z(G) est cyclique, alors G/Z(G) =< @ >, alors pour tout g € G il existe n € Z
et z € Z(G) tel que

g=a"z

Soit (g1, 92) € G?, alors

ni+n2

G192 = a"'z1a"zy = a 2129 = 4" 20" 21 = G201

Comme n, = 1, alors un p-sous-groupe de Sylow est distingué : K
Comme pA g =1, alors G = G/H x G/K
Vv:G— G/HxG/K
g+ (9H, gK)

ker(¢)) = HN K = {e}, de plus |G| = |G/H x G/K| = pq donc G = G/H x G/K, de méme
onaG/Hx K et G/K < H, dou

G HXxK<=7/pZ X Z]qZ < 7] pqZ.

Exemple |G| = 15, alors G = Z/15Z.
Exercice 10 : Soit G un groupe simple d’ordre 60 = 22 x 3 x 5.

1. Comme ny = 1[5], ns divise 12 et G simple alors ns = 6.
2. Soient
B = {5 — sous-groupe de Sylow de G'}

et
a:GxB—B

(9, H) —> gHg™"
action de G sur B par conjugaison, alors il existe un morphisme de groupes
.G — S(B) ~Ss
gr—0(9):  ¥(9)-H=gHg™'
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on a ker(¢)) < G comme card(B) = 6, alors ker(¢)) # G. Or G simple alors ker(¢)) = {e} et
par suite G ~ ¥ (G) qui est sous-groupe de Sg.

3. Comme Ag < Sg, alors 1 (Ag) < G.

Si ¢~1(Ag) = {e}, on a pour tout g € G,

v(g?) = (v(g)> € A care(¥(g?)) =1

ainsi g? = e et par suite G abélien absurde. D’ott ¥ 1(4g) = G, i.e, ¥(G) < As.

Exercice 11 : On a |G| = 23 X T et par suite ny € {1,7} et ny € {1,8}. Sing =7 et ny = 8,
alors il y a 48 éléments d’ordre 7 et cardinal des sous-groupes d’ordre 8 est supérieur a 9,
ainsi 48 + 9 = 57 < |G| = 56 absurde, d’ott ny = 1 ou ny = 1.

Exercice 12 : Rappelons que

H C Ne(H)={g€G|gH =Hg}.

Comme P C Ng(P) C H, alors P est un p-sous-groupe de Sylow de H. Soit n € Ng(H)
comme P C H, alors nPn~' C H d’ott nPn~! est un p-sous-groupe de Sylow de H, et par
suite Théoreme de Sylow implique qu’il existe h € H tel que

h(nPn )bt =P

ainsi hn € Ng(P) C H. Donc n € H, i.e, No(H) C H.

Exercice 13 : Supposons que r < ¢ < p, alorsn, € {1,qr}, n, € {1,p,pr} et n, € {1,p, pq}.
Sin, >1,n,>1etn, >1, alors n, =qr, n, > petn, >p.

Comme

'intersection d'un p-sous-groupe de Sylow de G avec un g-sous-groupe de Sylow de G est {e}
'intersection d’un p-sous-groupe de Sylow de G avec un r-sous-groupe de Sylow de G est {e}

'intersection d’un g-sous-groupe de Sylow de GG avec un r-sous-groupe de Sylow de G est {e}

alors
pgr =z qrip—1)+plg—1)+q(r—1)+1=per+(p—1)(¢—1)
absurde. Donc G n’est pas simple.
Exercice 14 : On a |G| = 2 x 3 x 5 avec ns € {1,6}. Si ns = 1, alors G n’est pas simple.
Si ns = 6, d’apres 'exercice 10, on a ker(¢) < G.
Si ker(¢)) = {e}, alors GG isomorphe a un sous-groupe de Sg, d’ott 300 divise 720 absurde.
Si ker(v) = G, alors pour tout g € G, ¥(g) = Id, ainsi pour tout P € B

gPg' =P

et par suite n; = 1 absurde. Donc ker(¢)) est un sous-groupe distingué propre de G.
Exercice 15 : 1. n; = 1.

2. Z/pZ avec p premier.
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Exercice 16 : Soit p un nombre premier.

1. Comme |G| = p?, d’on G est abélien §'il existe g € G tel que | < g > | = p?, alors
G =<g>~7/p*Z.

D’apres théoréme de Cauchy il existe z € G tel que | <z > | =p. Soit y € G\ < z >, alors
| <y >|=pcar on a supposé qu’il n’existe pas un élément d’ordre p?. Comme G abélien,
alors < x > <G et <y > <G avec < x >N <y >={e} et

G=<ax><y>~<x>X<y>~ZL[pl x7L/pL.

2. Soit G un groupe abélien d’ordre p3.
— S’il existe g € G tel que | < g > | = p?, alors G =< g >~ Z/p*Z.
— D’apreés théoreme de Cauchy G posséde un sous-groupe H d’ordre p? et d’apres 1),
on aura

H ~7/pZ x 7] pZ

car G ne contient pas un élément d’ordre p?. Soit x € G\ H alors | <z > | =p et
HN <z >={e}, don
G~ Hx < x>~ (Z/pZ)*.

— Onal<g>|=p? dou
<g>:{e7g7... LGP 7gpk’... 7g10271} avec 1<k <p—1

Donc < g > contient p> — 1 — (p— 1) = p(p — 1) éléments d’ordre p?.
Supposons que pour tout z € G\ < g > lordre de z est p?. Ainsi G contient p> —p? +
p(p — 1) = p* — p éléments d’ordre p? et par suite G contient p — 1 éléments d’ordre
p. Comme G abélien, alors

V.G — G

yr—ry’

est un morphisme de groupes de plus I'image d’un élément d’ordre p? est un élément
d’ordre p, ainsi un élément d’ordre p doit avoir au moins p® — p antécédents par 1.
De plus le fait que G ne contient pas d’éléments d’ordre p?, alors ) o ¢b = e ainsi
Y(G) C ker(¢)) avec | ker())] = p— 1+ 1 = p absurde car p* — p > p. Donc il existe
r € G\ <g>tel que | <x>|=p. Et par suite

G ~ 7/p*7 x 7.|p7Z.

Exercice 17 : Soit G un groupe simple d’ordre 60.

1. G opérer sur G/H par translation a gauche et par suite il existe ¢ un morphisme de
groupes de G dans S(G/H), avec ker(¢) <G et ker(y)) C H, ainsi 9 injectif, d’ou la premiere
théoreme d’isomorphisme implique que 60 divise n!. Donc n > 5.

2. Rappelons que [G : Ng(9)] = ny avec ny € {1,3,5,15} d’apres 1) ny > 5 et par suite il
est égal a 5 ou 15.

3. Dans toute cette question, on suppose [G : Ng(S)] = 15 = na.
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— Si l'intersection de deux 2-sous-groupe de Sylow est {e}, alors G contient 15 x 3 = 45
éléments d’ordre 4.

Or dans G il y a 6 : 5-sous-groupe de Sylow, d’ou 24 éléments d’ordre 5 mais 45424 =
69 > 60 = |G| absurde.

— Soit 7 un élément non trivial qui est dans l'intersection de deux 2-sous-groupe de
Sylow distincts, comme les 2-sous-groupe de Sylow sont abéliens (car ils sont d’ordre
22). Donc C, contient ces 2-sous-groupe de Sylow, ainsi l'ordre de C; est un multiplie
de 4 et divisant 60, on sait que ce n’est pas 4 puisqu’il contient les 2-sous-groupe de
Sylow et n’est pas 20 car sinon [G : C.] = 3 et ce n’est pas 60 car G est simple (si
C; = G, alors <7 > <G ). Donc |C;| = 12 et par suite

G:C.]=5.

4. 51 [G: H =5 OK, si [G : H] = 15 alors il existe 7 tel que [G : C;] = 5. Donc il existe
K < G tel que [G : K] =5. Alors d’apres 1) G isomorphe & un sous-groupe de S; or le seul
sous-groupe d’ordre 60 dans S5 est Az, d’ou

GZAG.

Exercice 18 : Soient p, ¢ deux nombres premiers et G un groupe d’ordre p*q.

1. Supposons que G est simple :
i) Si p > ¢, alors n, = ¢q. Soit B I'ensemble de p-sous-groupe de Sylow de G, on fait opérer G
sur B par conjugaison, et par suite il existe un morphisme de groupes i) de G dans S, non
trivial (i.e, il existe g € G tel que ¥(g) # Id) car l'action est transitive, or ker(¢)) < G, avec
ker(¢)) # G et G simple, d’out ker(1)) = {e}. Donc p?q divise ¢!, ainsi p divise un entier entre
1 er ¢ — 1 absurde car p > q.
ii) Si p < q, d’'ott n, = p ou p* et par suite p — 1 ou p* — 1 divisible par ¢ ainsi p = +1]q],
d’ot p > g—1. Donc p = 2 et ¢ = 3, ce que implique qu’il y a 4 : 3-sous-groupe de Sylow qui
contiennent 8 éléments d’ordre 3, donc il y a un seul 2-sous-groupe de Sylow (car |G| = 12)
et par suite il est distingué absurde.

il n’existe pas un groupe simple d’ordre p%q.
2. n, =1ern, = 1. D’ou il existe un unique
P : p-sous-groupe de Sylow d’ordre p* (P abélien).
@ : g-sous-groupe de Sylow d’ordre ¢ (Q cyclique).
Avec P <G et Q< G. Ce que implique que

zy=yxr Y(z,y) € PxQ  car PNQ = {e}

d’out PQ abélien et PQ ~ P x Q, or |P x Q| = p*¢ = |G|. D’ou G = PQ.
Exercice 19 :
1. n3 € {1,10} et n; € {1,6}.
2. Supposons que ng # 1 et ny # 1.
— 20 éléments d’ordre 3 et 24 éléments d’ordre 5.
— 20424 =44 > |G| = 30. Donc n3 = 1 ou ny = 1.
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3. Soient P un 3-sous-groupe de Sylow de G et () un 5-sous-groupe de Sylow de . Notons
N = PQ.
— N est un sous-groupe de G car ng = 1 ou ny; = 1 (i.e, P ou @ distingué dans GG) avec
|N| =15 car PN Q = {e} et par suite [G : N] =2, d’'ou N distingué de G.
— P est 'unique 3-sous-groupe de Sylow de N et @) est I'unique 5-sous-groupe de Sylow
de N, ainsi ils sont distingués dans V.
— On a P et @ sont distingués dans N, PN Q = {e} et N = PQ, ainsi

N~ P x Q~17/37 x 7/57 ~ 7./15Z.

4. Déterminer le nombre des éléments d’ordre 15 dans G :
— Dans le cas ou ng # 1. 80 éléments > |G]|.
— Dans le cas ou ny # 1. 48 éléments > |G]|.
5. En déduire que n3 =1 et n5 = 1. OK
6. On a R un 2-sous-groupe de Sylow de GG et N distingué dans G, et par suite NR est un
sous-groupe de G d’ordre 30. Donc
G = NR.

83



84



Chapitre 3

Anneaux et corps

3.1 Anneaux

Définition 3.1. Un anneau est un ensemble non vide A muni de deux lois de composition
internes, notées + et -, vérifiant les propriétés :

1. (A, +) groupe abélien (on note 0 son élément neutre).

2. La multiplication est associative
z(yz) = (zy)z ¥V (z,y,2) € A%
3. La multiplication est distributive par rapport a l’addition a gauche et a droite
x(y+z) =axy+zz et (x+yz=zz+yz Y (z,y,2) € A%
L’anneau est dit commutatif si la multiplication est commutatif, ¢’est-a-dire,
Ty = YT Y (z,y) € A%

On dit que A est unitaire si la multiplication admet un élément neutre. Cet élément est
appelé élément unité de A, noté 1 (14)

rz-1l=1-2=2x VzeA.

Exemples. 1. (Z,+,") est un anneau commutatif unitaire, de méme Q, R et C.
2. (Mp(R),+,-) anneau non commutatif unitaire.
3. Soit I intervalle de R, alors (F(I,R),+,-) commutatif unitaire.
4. (Z/nZ,+,-) anneau commutatif unitaire (T -7 = Ty).

5. Soit A un anneau, on noté B = AN lensemble des suites d’éléments de A qui sont " a
support fini', ¢’est-a-dire, dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini. On note
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O = (04,04, ). Pour tout f = (a,)an distinct de O on appelle degré de f le plus
grand entier nN tel que ay # 0. Pour tout f = f = (a,)nn € B et g = (b,)ny € B

f +9= (an + bn)nN et fg = (Cn)nN avec Cp = Z akbn—k-
k=0

Alors B est un anneau. Si A commutatif (resp. unitaire), alors B commutatif (resp.

unitaire avec 1g = (14,04, ,04,--+)).

On Uappelle 'anneau des polynomes en une indéterminée a coefficients dans A : A[X]

i) Pour tout P € A[X] avec P # 0, il existe un unique n € N* et (ag, -+ ,a,) € A"
tel que

P=a, X"+ ---+a1X +aqg
avec n = cd(P) coefficient dominant, n = deg(P), deg(0) = —oo et ¢d(0) = 0.
ii) Si P =@ si est seulement si deg(P) = deg(Q) et ont mémes coefficients.
iii) deg(P + @) < max(deg(P), deg(Q)).
iv) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q).

Si A commutatif (resp. unitaire), alors A[X] commutatif (resp. unitaire).

Remarque. Soit A un anneau, alors

Si A unitaire, alors
Si1 =0, alors A= {0}.

3.1.1 Sous-anneaux

Définition 3.2. Soit A un anneau. Une partie B de A est un sous-anneau de A si
i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
ii) B stable par la multiplication (ry € B pour tout (x,y) € B?).

Si de plus A est unitaire et 14 € B, on dit que B est un sous-anneau unitaire de A.

Remarques. 1) Si B est un sous-anneau de A, alors B est un anneau.

2) Si B est un sous-anneau unitaire d’un anneau unitaire A, alors B est un anneau
unitaire et l'on a 1p = 14.

3) Si A et commutatif, alors tout sous-anneau est commutatif.

4) Pour montrer que B est un sous-anneau de A, il suffit de prouver que
I B#0.
2. x—y € B,V (x,y) € B
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3. vy € B,V (z,y) € B
Unitaire st 14 € B.
Exemples. 1. Si A est un anneau, alors {0} et A sont sous-anneauz de A.
2. A sous-anneau de A[X].
3. Pourn > 2, nZ est sous-anneau de Z.
4. Z|i) ={a+1b|(a,b) € Z*} anneau commutatif unitaire (sous-anneau de C).

5. Pour d € N*, que l'on suppose sans facteur carrés (c’est-a-dire, d n’est pas divisible
par aucun carré d’entier distinct de 1), alors

Zw] = {a+wb|(a,b) € Z*}

est un anneau commutatif unitaire avec w? = d.

3.1.2 Groupe des unités

Définition 3.3. Soit A un anneau unitaire. On appelle unité de A ou élément inversible
dans A, tout élément a € A tel qu’il existe b € A vérifiant ab = ba = 1. On noté a~! l'inverse
de A et U(A) l'ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition 3.4. U(A) est un groupe pour la multiplication.

Démonstration : On a U(A) # ), car 1 € U(A). Soit (z,y) € (U(A))?, alors
(@y) =y 2Tt €A et (ayly ) =1,

et par suite xy € U(A). Comme la multiplication est associative dans A, alors elle
l'est dans U(A). L’élément neutre est 1. Pour z € U(A), alors z=! € U(A) car 7!
est inversible d’inverse x. |

Exemples. 1. U(Z)={-1,1}.
2. U(Z[i]) ={-1,1,—i,i}.
2 UZ/L) ={k|0<k<n-1 kAn=1}
k € U(Z/nZ) <= il existe u € Z tel que ku = 1 <= il existe v € Z tel que ku — 1 = nv
<~ ku+n(—v) = 1.

3.1.3 Morphisme d’anneaux

Définition 3.5. Soient A et B deuz anneaux. Un morphisme d’anneaux de A dans B est
une application f: A — B tel que

— fla+y) = flx) + f(y), V(z,y) € A%

— flzy) = f(x)f(y), ¥ (z,y) € A%
Si de plus A et B sont unitaires et f(14) = f(1p), on dit que f est un morphisme d’anneauz
unitaires.
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Proposition 3.6. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors
1. ker(f) ={a € A| f(a) =0g} est un sous-anneau de A.
2. Im(f)={be A|Ja € A, f(a) =0b} est un sous-anneau de B.
3. C sous-anneau de A, alors f(C) est un sous-anneau de B.

4. D sous-anneau de B, alors f~1(D) est un sous-anneau de A.

3.2 Corps

Définition 3.7. On appelle corps tout anneau unitaire A, dont tout élément non nul est
inversible, c’est-a-dire,
U(A) = A"

Exemples. 1. R, Q,C.
2. Qi) = {p+iq| (p.q) € Q*}.

3. ZInZ <= n est premier.

Définition 3.8. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau unitaire F
de K tel que linverse de tout élément non-nul de F' appartienne a F.

3.2.1 Diviseurs de zéro-anneau integre

Définition 3.9. Soit A un anneau.
— On dit que a € A est nilpotent s’il existe n € N* tel que a™ = 0.
— On dit que a € A est un diviseur de zéro a gauche (resp. a droite) s’il existe b € A*
tel que ab =0 (resp. ba = 0).
— Un diviseur de zéro est un diviseur de zéro a gauche et a droite.
— On dit que A est intégre si A # {0} et vérifie la propriété suivante

V(a,b) € A%, ab=0<+=a=0 ou b=0.

Exemples. 1. Z est un anneau intégre.

2. Tout corps est un anneau intégre. En effet :

ab=0 sia=0 oub=0 ok,
sia#0, alors a=(ab) = b= 0.

Remarques. 1) Si A est un anneau intégre, alors A n’est pas nécessairement un corps
(contre exemple 7).

2) Z/5Z est un anneau intégre car Z/5Z est un corps.

3) Z/6Z n’est pas intégre car 23 = 0.
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Proposition 3.10. 1) Si A est un anneau intégre, alors ¥V (P, Q) € (A[X])?

deg(Pq) = deg(P) + deg(Q)
et
cd(PQ) = cd(P)cd(Q)
2) A intégre <= A[X] intégre.

3) Si K est un corps, alors K[X] est un anneau intégre.

Démonstration : 1) Si P =0 et @ = 0, le résultat est évident.
Si P#0et @ #0 avec

P=a, X"+ ---+ay et Q=0bpX"4--+b,
alors
PQ:anmen+m+

comme A est integre alors a,b,, # 0 est par suite cd(PQ) = a,b,, et deg(PQ) = n+m.

2) D’apres 1) A intégre implique que A[X] intégre. A est un sous-anneau de A[X]

ainsi A integre si A[X] l'est.

3) Comme K est un corps, alors K est un anneau integre est par suite K[X| est un

anneau integre. [ ]
Corollaire 3.11. Si A anneau unitaire intégre, alors U(A[X]) = U(A).

Démonstration : Comme A est un sous-anneau de A[X], alors U(A) C U(A[X]).
Soit P € U(A[X]), alors il existe @ € A[X] te que PQ = QP = 1, or ces deux
polynémes sont nécessairement non nuls, ce que implique que deg(P) + deg(Q) = 0
et par suite deg(P) = deg(Q) = 0 ainsi (P, Q) € A% avec PQ =1. Dot P U(A). m

Remarque. A[X] n’est jamais un corps.

Lemme 3.12. Soient A, B deux ensembles tel que card(A) = card(B) finiet f: A — B
une application. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. f injective.
2. f surjective.
3. f bijective.
Théoréeme 3.13. Tout anneau intégre unitaire de cardinal fini est un corps.

Démonstration : Soient a € A* et

fa A — A
T — za.
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On a f, est injective : za = ya <= (x — y)a = 0 comme a # 0 alors x = y. Ainsi f,
est bijective et pr suite il existe b € A tel que ba = 1, d’oul a inversible a gauche. De
méme on prouver que a inversible a droite (z — ax). Donc

ba =ac=1 =— c=bac=0.

Anneaux produits
Définition et proposition Soient A; et A; deux anneaux.

1) Le produit cartésien Ay x Ay = {(a1,a2) |a; € A;} est un anneau pour les lois définis
par
(a1,az) + (by,be) = (ay + by, az + by)
et
<a1;a2)(b1>b2) = (G1b1,azb2)

cet anneau est appelé le produit direct de A; et Ay on le noté A = A; X As.
Si A; et Ay commutatifs, alors A commutatif.
Si A; et A, unitaires, alors A unitaire avec 14 = (14,,14,).
2)
P1 ZAl X AQ — Al
(al, az) > ap

morphisme d’anneaux (appelé premiere projection).

pg AL X Ay — As
(ay,a9) — as
morphisme d’anneaux (appelé second projection).
Remarques. 1) A x Ay~ Ay x Ay

2) On définit de méme fagon le produit direct d’un nombre fini d’anneau.
3) L’anneau Ay X Ay n'est pas intégre (méme si Ay et Ag le sont et méme si ce sont des

corps) (14,,04,)(04,,14,) = 04.
4)

ZInZ x Z]mZ ~Z/nmZ <= n Am = 1.

3.2.2 Corps des fractions d’un anneau integre

On sait qu'un anneau intégre n’est pas forcément un corps (7). Le but est de montrer quand
peut construire un corps K a partir d'un anneau integre A tel que A C K avec K le plus
petit corps qui contient A (exemple A =Z, K = Q).

Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. On définit dans A x A* la relation & par

(a,b)Z%(c,d) <= ad = bc.

X est une relation d’équivalence :
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i) Réflexive : cette propriété se démonte facilement.
ii) Symétrique : évident.

iii) Transitive

(a,b)Z(c,d) et (c,d)Z(e,f) <= ad=bc et cf=de

et par suite adf = bcf ainsi adf = bde, comme A commutatif, alors d(af — be) = 0,

or d # 0 et A intégre, d’out af = be, c’est-a-dire, (a,b)Z (e, f).

Pour tout (a,b) € A x A*, on note ¢ la classe d’équivalence de (a,b) pour la relation Z.

%:{(c,d)eAxA*md:bc}.

On note K= A x A*/%.

Tout couple (c,d) € § s’appelle une représentant de ¥, c’est-a-dire, ¢

(a,b)%(c,d) dans A x A* <= ad = bc dans A. L’application

p:A— K

}—)a
a —
1

est injective et est appelée injection canonique de A dans K. En effet

a

gb(a):qb(b)<:>—:é<:>a~1:1-b<:>a:b.

1 1

zgdansK<:>

Ainsi on convient d’identifier A avec le sous-ensemble ¢(A) de K. Donc A est un sous-

ensemble de K et on pose a = {7, Va € A, c’est-a-dire,

a:ClL:{(c,d)eAxAWc:ad}:aj, Vd e A",

Les lois de composition interne dans K

a n ¢ ad-+ be " ac ac
— _ = e —_—_ =
b d bd bd bd
sont bien définies ? En effet : si
a’ ; c
—_ = — e —_ = —
b v d d
alors
ab = ad'b et cd =cd
ainsi

(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd
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d’ou
ad+bc ad +bvd

bd — bd

de méme

ac _ad

bd  bd’
K est un anneau commutatif unitaire (0 = % élément neutre pour + et 1 = % pour multipli-
cation). De plus

a+c
$latc)=——=9¢a)+¢(c) et  dlac) = pla)g(c).

Donc A identifiant avec son image ¢(A) (car ¢ injective).
Tout élément non-nul de K est inversible dans K. En effet :

a . .
A 3 € K* son inverse est g car % . 2 = Z—s =1 car A commutatif.

Théoréme 3.14. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Alors

1) K= Ax A" /% est un corps commutatif qui contient A (comme sous-anneau uni-
taire).

2) Si K’ est un corps tel que A C K' C K, alors K' = K.

Démonstration : Soit v € K alors il existe (a,b) € A x A* tel que # = ¢, on a
be AC K avec b # 0 comme l'inverse de b dans K est % et K’ est un corps alors
%GK’,d’oﬁa-%:%ZxEK’,ainsiKCK’.DoncK:K’. [ ]

Exemples. 1. Le corps de fractions de ’anneau intégre Z. est Q.

2. Le corps de fractions de l'anneau intégre R[X| est appelé corps des fractions ration-
nelles a coefficients réels, on noté R(X).
Plus généralement si A est un anneau commutatif unitaire intégre le corps de fractions
de l'anneau A[X] est appelé corps de fractions rationnelle a coefficients dans A. Ses
éléments sont de la forme
P(X)

F(X):W avec P e A[X] et Q€ AX] tel que Q #0.

3. Le corps de fractions de Z[i] est Q(7).

3.3 Idéaux et anneaux quotients

Définition 3.15. Soient A un anneau et I une partie de A.
— On dit que I est un idéal a gauche (resp. a droite) de A si :

a) I <A.
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b) V(a,x) € Ax I, ona, ar € I (resp. xa € I).

— On dit que I est un idéal bilatére ou idéal de A s’il est a la fois un idéal a gauche et
a droite.

Exemples. 1) Si A est un anneau, alors A et {0} sont deuz idéauzr de A (idéaux tri-

viauz).
1) Vn € Z, nZ est un idéal de 7.
3) L’ensemble des fonctions qui s’annulent en 0 est un idéal de F(R,R).

4) Si A est un anneau commutatif, alors
() =2A={za|la € A} est un idéal de A, appelé idéal principal de A engendre par x.

5) f: A — B morphisme d’anneau, alors
— ker(f) est un idéal de A.
— Si I idéal de A, alors f(I) est un idéal de f(A) = Im(f).
— J idéal de B, alors f~(J) est un idéal de A.

6) I et J deux idéaux de A, alors
— INJ est un idéal de A (N d’une famille quelconque).
— I-J={ijliel, je J} est un idéal de A appelé produit des idéauzx I et J.
— (I :J)={a€ AlaJ C I} est un idéal de A contenant I, appelé le conducteur
"transporteur” de J dans I.

Remarques. 1) Un idéal d’anneau A est un sous-anneau de A.

2) Dans le cas d’un anneau commutalif, les notions d’idéal a gauche et a droite coin-
cident.

3) U de deux idéauz n’est pas idéal (si l'un inclus dans lautre).

4) Dans un anneau unitaire A, si un idéal contient 14, (un élément inversible de A),
alors il est égal a A.

Définition 3.16. Un idéal (d gauche, a droite ou bilatere) I est dit propre si I # {0} et
[+ A

Proposition 3.17. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes

1. A est un corps

2. A ne possede aucun idéal propre.

Démonstration : "'=—" A corps et I # {0} idéal de A. Alors il existe a € I\{0} et
par suite a inversible dans A, d’ot aa™' =14 € I. Donc I = A.

'«=" (a) = aA est un idéal de A (avec a # 0), alors aA = A ce que implique que
14 € aA et par suite il existe b € A tel que ab = 14. D’ou A est un corps. [ ]

93



Quotient d’un anneau par un idéal
Considérons un anneau A et I un idéal de A, alors I < A et par suite A/I est un groupe, ou
A/I est 'ensemble des classes d’équivalence de la relation définie sur A par

TRy <— v—ye€el,

avec

a={becAla-bel}:=a+1
ainsi (A/I,+) est un groupe avec 0 = [ et

a 4+ b=a + b V(ab)e A
~~

—~
dans A/I dans A
On définit dans A/I une multiplication en posant
a-b=a-b VY(ab) e A

Bien définie, c’est-a-dire, indépendamment des représentants choisis. Soient 2’ € T et iy € 7,
alorsx —2' €lety —y el ainsay —2'y =x(y—y) + (xr—2')y € I, dou 7y = 2y

Définition 3.18. L’ensemble A/I muni de 'addition et la multiplication induites par celles
de A est un anneau, appelé anneau quotient de A par I. Il est commutatif et unitaire si A
[’est.

Remarques. 1)
A — A/l

ar+—a morphisme d’anneauz surjectif

2) Si A anneau et I une partie de A, alors I idéal de A <= I noyau d’un morphisme
d’anneauz.

Proposition 3.19. Si I idéal de A, alors les idéaux de A/l sont en bijection avec ceux de
A contenant 1.

Démonstration : Si J idéal de A tel que I C I, alors w(.J) = J/I est un idéal de A/I.
Si K idéal de A/I, alors 7—!(K) est un idéal de A contenant I. n

Exemple. Les idéaux de Z/127Z sont :
122,/12Z, 6Z/12Z, AZ/12Z, 37/12Z, 27./12Z, 7./127Z.

Théoréeme 3.20. Soient A et B deux anneauz.

1) Soit f: A — B un morphisme d’anneauz, alors
A/ ker(f) ~ f(A) = Im(f).
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2) Soient I et J deux idéaux de A, alors

I+J
—— o~ 1/INJ.
7 /

3) Soient I et J deur idéauz tel que I C J, alors

A/l
—— =~ A/J
J/1 /
Démonstration : 1)
f oAl ker(f) — f(A)
T — f(x) morphisme d’anneaux injective et surjective
2)
¥ - 7
x+——T  morphisme d’anneaux surjective ker(¢) =1 NJ
3)
A/l — AJJ
T=al — [z] =2J  morphisme d’anneaux surjective ker(¢) = J/I

3.3.1 Idéal premier - idéal maximal

Proposition 3.21. Soient A un anneau commutatif unitaire et P # A un idéal de A. Alors
L’anneau A/ P est intégre si et seulement si ¥V (a,b) € A%, siab € P, alorsa € P oub € P.

Démonstration : "=" Si ab € P, alors ab = ab = 0 or A/P est intégre, d’ott @ = 0
oub=0, et par suite a € Pou b € P.
"«"Siab =0, alors ab € P, ce que implique que a € P ou b € P, c’est-a-dire, @ = 0
oub=0, dott A/P est intégre. u

Définition 3.22. Soient A un anneau P un idéal de A tel que P # A. P est dit premier s’il
vérifie l'une des assertions de la proposition précédante.
Exemples. 1) Sip est un nombre premier, alors pZ est un idéal premier de Z.
2) {0} est un idéal premier de A <= A intégre.
3) (X) = XZ[X] est un idéal premier de Z[X].
Définition 3.23. Soit A un anneau, un idéal M de A est dit mazximal si pout tout idéal I

de A tel que M C I CA,onal =M oul=A, cest-a-dire, A est le seul idéal contenant
M.
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Si M est un idéal maximal d’un anneau commutatif unitaire A, alors A/M ne possede aucun
idéal propre est par suite A/M est un corps.

Si A/M est un corps alors A/M ne possede aucun idéal propre, et par suite A ne possede
aucun idéal propre contenant M. D’ou M est maximal.

Proposition 3.24. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un idéal propre M de A est
mazximal si et seulement si A/M est un corps.

Remarques. 1) Un corps est un anneau intégre : si M mazimal, alors A/M corps, se
que implique que A/M anneau intégre et par suite M idéal premier.

2) La réciproque est fausse. Par exemple (X) = XZ[X]| est un idéal premier mais n’est
pas maximal car (X) & (2, X).

3) A anneau commutatif unitaire, I idéal de A, alors

I mazimal <= A/l corps

4 4

I premier <= A/l intégre.
4)
[ZIX] — Z
P ag morphisme d’anneauz surjectif

on a ker(f) = XZ[X], et par suite, Z[X|/ker(f) ~ Z.
Comme Z est intégre, alors ker(f) = XZ[X] est premier. Z n’est pas corps, alors
ker(f) = XZ[X] n’est pas mazimal.

Théoréme 3.25. (de Krull) Tout anneau a au moins un idéal mazximal.

C’est-a-dire, tout idéal I de A est contenu dans un idéal maximal de A.

Caractéristique d’un anneau
Soit A un anneau unitaire pour tout k € Z, on définit I’élément £ - 1

0 sik=0,
k-1 =< 1+---+1, kfoissi k>0,
—1—---—1, —kfoissik <O.

Lemme 3.26. Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors

f7Z — A

k— k-1 morphisme d’anneaux unitaires.

Définition 3.27. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle caractéristique de A,
notée Car(A), l'unique entier k € N tel que ker(f) = nZ.
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Si 1 est d’ordre infini (pour 'addition), alors f est injectif, d’ou Car(A) = 0.
Si 1 est d’ordre n, alors ker(f) = nZ.
Exemples. 1) L’anneau Z, les corps Q, R et C sont de caractéristique 0.
2) L’anneau Z/nZ est caractéristique n.
3) Si A est caractéristique n, alors A[X| est caractéristique n.

4) Pour tout sous-anneau unitaire B de A, on a Car(B) = Car(A).
Proposition 3.28. Un anneau integre est de caractéristique O ou un entier premier p.

Démonstration : Si Car(A) = n # 0, supposons que n n’est pas premier, alors n = ab,
et par suiten-1=(a-1)-(b-1) =0aveca-1#0et b-1+# 0 absurde car A intégre. m

Remarques. 1) Soient A et (a,b) € A? anneau tel que ab = ba, alors

a -+ b)Y = C’kakb"_k.
( n

k=0

En particulier si a nilpotent, alors 1 — a est inversible.
2) Si Car(A) =n, alors
(a+b)" =a"+b".
Définition 3.29. Soient A un anneau commutatif unitaire et (a,b) € A2
1) On dit que a divise b dans A (a/b) si

(b) =bA C (a) =aA

c’est-a-dire il existe ¢ € A tel que b = ac. On dit que a est un diviseur de b ou b est
un multiplier de a dans A.

2) On dit que a et b sont associés dans A si a divise b et b divise a.

3) On dit qu’un élément non nul et non inversible a € A est un élément irréductible
dans A, si ses seuls diviseur dans A sont les unités ou ses associés, c’est-a-dire, si

r = cd avec (c,d) € A%, alors a € U(A) oub e U(A).

4) x est dit premier dans A lorsqu’il est non-nul et non inversible dans A et vérifie la
condition suivante :
Si x divise ab avec (a,b) € A% alors x divise a ou x divise b, c’est-a-dire 1’idéal
(x) = xA est un idéal premier de A.

5) On dit que a et b sont étrangers (ou premier entre euzx) dans A si les seuls diviseurs
en commun sont les unités.

Remarques et Exemples. 1) V (2,y,2) € A3 siz/y ety/z, alors z/z.
2) ueU(A) <= uA=A <= u/y,Vyec A
3) SiueU(A) et x/u, alors x € U(A).
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4) x ety associés (x/y et y/r) <= xA =yA < il existe u € U(A) tel que x = uy.

5) Dans Z deux entiers m et n sont associés <= m = +n car U(Z) = {£1}.

6) Soit K un corps, deux polynomes P et QQ de K[X] sont associés <= il existe ¢ € K*
tel que P = c(Q).

7) Deuz éléments associés ont les mémes multiplies et les mémes diviseurs dans A.

8) Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus l’étre dans un anneau
contenant A. Par exemple 3 irréductible dans Z, mais dans Q non.

9) Soit A un anneau commutatif unitaire, x irréductible dans A <= A maximal parmi
les idéaux principaux distincts de A. En effet :
Comme x est irréductible, alors x ¢ U(A), et par suite M = xA # A. Soit J = aA un
idéal principal distinct de A, supposons que M C J, alors x € J, ainsi il existe b € A
tel que © = ab comme a & U(A) et x irréductible, alors b € U(A), d’ov. a € M. Donc
M = J, c’est-a-dire, M mazimal.
Soit x € A tel que xA maximal parmi les idéauz principauz distinct de A. Soient
(a,b) € A%, tel que x = ab, alors xA C aA.
Sia € U(A), alors aA = A. Sinon, on a aA # A comme xA maximal, d’ot aA = T A,

et par suite x et a associés, ainsi il existe u € U(A) tel que v = ua = ba, donc
(u—>bla=0 or A intégre et a #,0 d’ou b = u. Donc x irréductible.

10) Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Alors

1. Tout élément de A associé a un élément irréductible dans A est encore irréductible
dans A.

2. Tout élément associé a un élément premier dans A est encore premier dans A.
Puisque deux éléments associés a et b

(a) = aA = (b) = bA.

Proposition 3.30. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Alors tout élément pre-
mier dans A est irréductible dans A.

Démonstration : Soit x un élément premier, alors z ¢ U(A). Supposons que x = ab
avec (a,b) € A% alors x/ab, et par suite z/a ou z/b.
Si x/a, alors il existe y € A tel que a = zy, et par suite x = zyb, c’est-a-dire
z(1 —yb) =0, comme z # 0 et A integre, alors yb =1, d’ou b € U(A). On prouve de
méme a € U(A) si z/b. |

Remarque. La réciproque est fausse en général.
Z[iv/5) = {a + ibV/5 | (a,b) € Z*}

qui est anneau commutatif, unitaire et intégre. 3 irréductible mais non premier.
3 irréductible, supposons que 3 = xy avec x = a + ib\/5 et y = ¢+ id\/5, ainsi 9 = |x|?|y|?
donc

lzP=y*=3 ou |z>=Tlet|y>=9 ou |z*=9cet|y*=1.
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Ainsi v = +1 € U(Z[iv/5]) ouy = +1 € U(Z[iv/5]).
3 n’est pas premier, en effet :

3 divise 9= (2414V5)(2—iV5) dans Z[i/5]  mais 3 ne divise pas 2+ i/5 et 2 — iy/5.

3.4 Anneaux principal

Définition 3.31. Un anneau A est dit principal s’il est commutatif, intégre, unitaire et si
tout idéal est principal (c’est-a-dire I idéal de A < il existe a € A tel que [ = aA).
Exemples. 1. Z est un anneau principal.

2. Z|X] n’est pas principal, car
I =2Z[X]+ XZ[X] idéal de Z|X] non principal.

Supposons que I = PZ[X], alors il existe Q € Z[X] tel que 2 = PQ, d’oi P € Z.
Comme X € I, alors il existe R € Z|X] tel que X = PR. Donc P = +1 et R = +X,
ainsi 1 = +P € I, et par suite il existe (S,T) € (Z[X])? tel que

1=25+TX absurde car le coefficient constant de 25 + T X est pair.

Proposition 3.32. Dans un anneau principal tout élément irréductible est premier (notions
d’élément premier et élément irréductible coincident).

Démonstration : Si x irréductible, alors x # 0 et © ¢ U(A) de plus M = zA est
maximal parmi les idéaux principaux de A distinct de A, or tout idéal de A est
principal. Donc M est un idéal maximal dans A, et par suite M est un idéal premier
dans A. Donc x premier dans A. ]

Dans un anneau principal A
p premier <= p irréductible.
Un idéal est premier <= est maximal.

3.5 Anneaux euclidien

Définition 3.33. On appelle anneau euclidien un anneau commutatif, unitaire, intégre et
pour lequel il existe une application § : A* — N vérifient

1. Sia/b, alors 6(a) < 6(b) (i.e, §(a) < d(aa), Va € A*).
2. Pour tout (a,b) € (A*)? il existe (q,7) € A? tel que

a=bqg+r avecr =0 oud(r)<dib).

0 s’appelle stathme euclidien ou algorithme euclidien, q quotient et r reste de la division
euclidienne de a par b.
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Exemples. 1. Z est un anneau euclidien : 0(x) = |x|.
2. Si K corps commutatif, alors K[X| anneau euclidien : 6(P) = deg(P).

3. Zi] est un anneau euclidien : 6(z) = Z.
1) 6(z1) < 0(z122), ¥ (21, 22) € (Z[i] \ {0})%.
i) % = a+if avec (o, B) € Q2. Il existe (a,b) € Z* tels que |« —a| < 1/2 et |f—b] <
1/2. Ainsi ¢ = a+1ib et r = u—qu avec 6(r) < §(v) car |u/v—q|* < (1/2)*+(1/2)* < 1.

Théoreme 3.34. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration : A euclidien, alors A commutatif, unitaire et integre. Montrons que
tous ses idéaux sont principaux? Soit I un idéal de A.
Si I = {0}, alors I = 0A.
Sil=A, alors [ =1A.
Sil#{0}etI# A Soit E={0(x)|zel;xz+#0} quiestune partie de N non vide
et minoré, donc £ admet un plus petit élément n = §(z) avec z # 0. Soit a € A, alors
a=xzq+ravecr =0oud(r) <d(z)=n,orr=a—xq€ I, ainsi r = 0, c’est-a-dire,
a=xq €1 CxA. Donc I = zA. [

Remarques. 1. Si A est un anneau euclidien, alors A[X| n’est pas forcement euclidien.

2. Si A est un anneau principal, alors A[X] n’est pas nécessairement principal.

3. Z[Hgﬂ] ={a+ b% (a,b) € Z*} anneau principal qui n’est pas euclidien.
Théoréme 3.35. Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. A est un corps.

2. A[X] est un anneau euclidien.

3. A[X] est un anneau principal.

Démonstration : Si A corps, alors A[X] anneau euclidien et par suite A[X] anneau
principal.
Si A[X] anneau principal, alors A[X] anneau integre, ainsi A integre. Soit

FrAX] — A

P+ aq morphisme d’anneaux surjective

ainsi A[X]/ker(f) ~ A, et par suite A[X]/ker(f) integre. Donc ker(f) est idéal
premier, or A[X] principal, d’ou ker(f) est maximal de A[X]. Donc A[X]/ker(f) est
un corps, et par suite, A est un corps. [ |

Pour montrer q’un anneau commutatif, unitaire et intégre est un anneau euclidien, il suffit de
montrer qu’on peut le munir d’un algorithme euclidien. En revanche il est difficile de montrer
qu'un anneau commutatif, unitaire et integre ne peut pas étre munir d’aucun algorithme
euclidien.
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Proposition 3.36. Soit A un anneau euclidien. Il existe x ¢ U(A) tel que Uapplication de
U(A)U{0} — A/(x) (avec (z) = xA) induite par la surjection canonique soit surjective.

Démonstration : Soit A un anneau euclidien et notons ¢ son algorithme euclidien.
Si A est un corps, alors x = 0.
Sinon, alors ’ensemble des éléments non nuls et non inversible de A est non vide. Soit
x#0etx ¢ U(A) tel que §(z) soit minimal, c’est-a-dire,

d(x) <o(y),  Vlx,y) € (A\(UA) U{0})

x existe car 5(A \(U(A)U {0})) est une partie non vide de N.

Soit a € A, alors a = xq+r avec r = 0 ou §(r) < d(x), c’est-a-dire, dans A/(x), on a

a=Tavecr =0oud(r)<d(z), or é(x) est minimale, donc si r # 0, alors r € U(A),

si =0, OK. Ainsi r € U(A) U {0}. u
Application Montrons que Z[%] ={a+ bLQ/E (a,b) € Z?} n’est pas euclidien. U(A) =7
Soit y € U(A), alors yy~! = 1, et par suite |y|?|y~'|* = 1 avec |y|* = a® +5b* +ab € N. Donc
a? +b? +ab < |y|* = 1. Mais comme 3(a® +b?) < a® +b? + ab < 1, alors a® + b* < 2. Ainsi

2
)

1
a’>+ b2 =< ou
2.

Sia?+ b =2, alorsa®> = =1oua®=2etb?>=0o0ua®=0etb? =2 Remarquons que
pour les deux dernieres cas c¢’est impossible.

Sia?=5b%=1avec a?+b*>+ab =1, alors ab = —1. Donc a = 1 et b = —1, et par suite
y =1 —1\/19 absurde car |y[* = 5. De méme si a = —1 et b = 1.

Sia?+b* =1, alorsa’? =1et b> =0 ou a? = 0 et b* = 1 deuxiéme cas impossible. Donc
a>=1et > =0,dou U(A) ={-1,1}.

Supposons que A est anneau euclidien, alors il existe z € A\ {—1,0, 1} tel que A/(z) est un
anneau fini de cardinal au plus 3.

Or en général y € U(A) <= 1 =0 dans A/(y). En effet :

Siy € U(A), alors yy~' = 1, et par suite yy—L =1 =0 dans A/(y).

SiT=0dans A/(y), alors 1 € (y) = yA, douy € U(A).

Comme z ¢ U(A), alors A/(z) contient au moins 2 éléments. En conclusion A/(z) est un
anneau a 2 ou 3 éléments, c’est-a-dire

Af(x) ~Z/2Z oua Z/3ZL.

Or X? — X + 5 admet une racine dans A/(z) qui est égale a la classe modulo z de 1’élément
%, mais X2 — X + 5 n’admet pas de racine ni dans Z/2Z ni dans Z/37Z.

36 P.G.C.DetP.P.C M

Définition 3.37. Soit A un anneau intégre et commutatif. Soit (a,b) € A2, on dit que a et
b admettent un pgcd, s’il existe un d € A tel que
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1. d/a et d]b.
2. Sid [a et d /b, alors d'/d.

Remarque. En général deux éléments n’ont pas nécessairement un pgcd.

Exemple.
Aliv5] = {n +im/5} anneau commutatif et intégre.

Mais 6 et 4 + 2i\/5 ne possédent pas un pged. En effet

Soit d = u+ivy/5 un diviseur de 6 et 4+2i\/5, alors |d|? = u® + 5v* divise 36, d’ot d = *1,
+(1 —iv/5), £2. Comme 2 ne divise pas 1 — i\/5 et que 1 — i\/5 ne divise pas 2, - - .

Proposition 3.38. Soit A un anneau commutatif intégre. Soit (a,b) € A%
1. St d = pgcd(a,b) € A, alors si d' = pged(a,b) € A <= d et d sont associés (ie d/d
etd'/d).
2. A unitaire : a et b premiers entre eur <= pgcd(a,b) =1 <= U(A) = l'ensemble des
pgcd de a et b.

Démonstration :

1. d'/a et d'/b, alors d’'/d de méme d/a et d/b, alors d/d’. D’ou d et d' associés.
Si d et d' sont associés, alors d'/a et d'/b comme d/d', donc d' = pgcd(a, b).

2. Si a et b sont premiers entre eux, alors les seuls éléments de A qui divisent a la
fois a et b sont les éléments de U(A).
Si pged(a,b) = 1, alors U(A) diviseurs de a et b, ce que implique que a et b premiers
entre eux.

Remarque. On dit un pgcd et non pas le pged de a et b car on n’est pas unicité. Si d est un
pged de a et b, on note
d = pged(a,b) = a N b.

Exemples. 1. Dans 7, le pgcd de 12 et 30 sont 6 et —6.
2. Dans R[X], le pged de X* —3X +2 et X* — 1 sont a(X — 1) ou o € R*.

Proposition 3.39. Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre. Soit (a,b) € (A*)? si
d = pgcd(a,b), alors les éléments (a',b') tel que a = da’ et b = db' sont premiers entre eux

dans A.

Démonstration : Soit z un diviseur commun de o’ et V', alors a’ = az et b/ = Sz, et
par suite a = daz et b = dfz. Ce que implique que dz est un diviseur de a et b, et par
suite dz divise d, d’ou d = dzu, ainsi d(1 — zu) = 0, comme d # 0 (car (a,b) € (A*)?),
alors zu = 1. Donc z € U(A), et par suite a’ et b’ premiers entre eux. |

Définition 3.40. Soit A un anneau, un élément m € A est appelé le plus petit commun
multiple de a et b si
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1. a/m et b/m.
2. Sia/m' et b/m’, alors m/m/’.

m = ppem(a,b) = a V b.
Remarque. Soient A un anneau intégre et mm = ppem(a,b). Alors
m' =m = ppcm(a,b) <= m et m’' sont associés.

Théoréme 3.41. Soit A un anneau principal. Alors ¥ (a,b) € A? admettent un pgcd et un
ppem.

I.d=aNb<= (a)+ (b) = (d).

2.m=aVb<= (a)N(b) =(m).

Démonstration : Si d = a A b, alors (a) C (d) et (b) C (d), ce que implique que
(a) + (b) C (d). D’autre part (a) + (b) = (c), d’out ¢/a et ¢/b, et par suite ¢/d, ainsi
(d) C (¢). Donc (d) = (c).

On a (a) + (b) = (d), o (a) C (a) + (b)
alors (a) C (c) et (b) C (c), et par suite
¢/d. Donc d = a Ab.

De méme pour ppm. [

ainsi d/a de méme d/b. Si c/a et ¢/,
(a) + (b) C (¢), ce que implique que

= (d),
(d) =

Théoréme 3.42. (Identité de Bézout) Soient A un anneau principal et (a,b) € A?. Alors
a et b premiers entre euzr dans A <= il existe (u,v) € A? tel que au + bv = 1.

Démonstration : On a (a) + (b) = (1) = A, comme 1 € A, alors il existe (u,v) € A?
tel que au + bv = 1.
au +bv = 1, alors 1 € aA + bA qui est un idéal de A, d’ou aA + bA = A. Soit
d = pgcd(a,b), ainsi dA = aA + bA = A, ce que implique que d € U(A). Donc a et b
premiers entre eux dans A. [

Corollaire 3.43. Soit A un anneau principal pour tout (a,b,c) € A3 si a/bc et a Nb = 1,
alors a/c.

Démonstration : On a au + bv = 1, alors ¢ = cau + cbv, comme a/bc, d’ou be € aA,
ce que implique que bcv € aA, or acu € aA, et par suite ¢ € aA. Donc a/c. [

Remarques. 1. Si d = pgcd(a,b), alors il existe (u,v) € A? tel que d = au + bv.
La réciproque est vraie aussi sid =1 (et donc sid € U(A)). Mais si d # 1, lexistence
d’un couple (u,v) tel que d = au + bv, n’implique pas que d = pged(a,b). Dans Z, on
a:3x 10+ (—2) x 14 = 2, mais 2 n'est pas un pged de 3 et —2 dans 7.
2. Dans un anneau principal a AN\b=1 <= a Vb= ab.

Théoreme 3.44. Soit A un anneau principal. Alors toute suite croissante d’idéaux de A est
stationnaire, c’est-a-dire, si
LclL,c---CIl,C---

alors il existe ng tel que I, = I, pour tout m > ny.
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Démonstration : Soit (I,,),>1 une suite croissante d’idéaux de A, comme A principal,
alors il existe b € A tel que
U I, = bA,

n>1

or A unitaire, d’ot il existe ng tel que b € I,,,, et par suite

U I, =bA C1,, orl, estcroissante, donc I,, = I,,, pour tout m > ny.
n>1

Théoreme 3.45. Dans un anneau principal A, tout élément non nul et non inversible est
le produit fini d’éléments irréductibles.

Démonstration : Soit

F= {a € A\ (U(A)u{o})

a n’est pas produit fini d’éléments irréductibles}.

Montrons que F = ()?

Supposons que F # (. Soit ay € F, alors ay n’est pas irréductible dans A. Si ag
irréductible, alors ag = byco avec by € U(A) ou ¢y € U(A). Donc il existe (aq, 31) € A?
non inversibles tel que

ap = a1 f.
Si (ay, f1) ¢ F?, alors ag ¢ F. Donc 1'un des ces deux éléments est dans F. Supposons
que oy € F. Notons a; = aq, on a agA C a1 A. On répete ce procédé a I'élément a; et
on a un élément as tel que
aoA C alA C CLQA.

Avec ce procédé on construit une suite croissante (a,A),>o, ainsi elle est stationnaire,
c’est-a-dire, il existe n tel que

nipA =a,A ¥Yp>0.

En particulier a,,1A = a,A, d’ou il existe v € A tel que a,+; = ya,. Revenons a
I'étape n + 1 du procédé qui définit notre suite il existe (i1, Bns1) € (A\ U(A))?
tel que
an = O‘n—&-lﬁn—‘rl avel Gpi1 = Qp1,
ce que implique que
Un = Gpi1Bni1 = Yan Bty

ainsi v0,+1 = 1, et par suite ,,,1 € U(A) absurde. Donc F' = (). Ainsi tout élément
non nul et non inversible est le produit fini d’éléments irréductibles. [

Dans Z, tout entier est produit de nombres premiers.
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3.7 Série numéro 111

Soit G un groupe d’ordre 285.

1. Montrer que G admet un sous-groupe H d’ordre 5.

2. Montrer que GG n’est pas simple.

3. Montrer que G possede un sous-groupe K distingué d’ordre 95.

4. Montrer que G/K est cyclique.

5. Dans le cas ou GG possede un unique 3-sous-groupe de Sylow, déterminer le groupe G a
isomorphisme pres.

Exercice 1 : On dit qu'un anneau A est un anneau de Boole si, pour tout x € A, 2% = .
On fixe A un tel anneau.

1. Démontrer que, pour tout x € A, v = —x.

2. Montrer que A est commutatif.

3. Montrer que A ne peut pas se réduire a trois éléments.

4. On suppose que A est unitaire, fini et de cardinal strictement supérieur a 2. Montrer
que A possede des diviseurs de zéro.

5. Montrer que si A unitaire et |A| = 4, alors A est unique a un isomorphisme pres.

Exercice 2 : Dans 'anneau A, on suppose que
(a® — a)b = b(a® — a) Vv, (a,b) € A%

1. Montrer que (zy + yx)z = 2(zy + yx) pour tout (z,y, z) € A3

2. Montrer que A est anneau commutatif.

Exercice 3 : Un élément x d’un anneau A est dit nilpotent s’il existe un entier n > 1 tel
que " = 0. On fixe z,y deux éléments nilpotents tel que ry = yz.

1. Montrer que xy est nilpotent.

2. Montrer que x + y est nilpotent.

3. On suppose que A unitaire, montrer que 14 — x est inversible.

4. Soient u,v € A tel que uv est nilpotent. Montrer que vu est nilpotent.

Exercice 4 : On considere Z[v/2] = {a + bV/2; a,b € Z}.

1. Montrer que (Z[v/2],+, x) est un anneau.

2. On note N(a + by/2) = a® — 2b%. Montrer que, pour tous z,y de Z[v2], on a N(xy) =
N(@)N(y).

3. En déduire que les éléments inversibles de Z[v/2] sont ceux s’écrivant a+by/2 avec a?—2b* =
+1.

Exercice 5 : Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles dans (Z/nZ, x).
1. Calculer p(p) et p(p*) pour p premier et o € N*.
2. Soient n et m premiers entre eux. On considere 'application

fo Z/nmZ — Z/nZ x Z]/mZ

~ o~

T — (Z,7).

Montrer que f est un isomorphisme d’anneaux. En déduire que ¢(nm) = ¢(n)p(m).
3. Exprimer ¢(n) selon la décomposition primaire de n.
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Exercice 6 : Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Si I et J sont deux idéaux de A, on
note

I+J = {i+jiel;jel}
L] = {iji++inju; n 21 ix €1, jr €}

On dit que deux idéaux I et J sont étrangers si [ + J = A.

1. Montrer que I + J et I.J sont encore des idéaux de A.

2. Montrer que I.J C I N J.

3. Montrer que (I + J).(INJ) CI.J.

4. Montrer que si A unitaire et I et J sont étrangers, alors I.J = 1N J.

Exercice 7 : Soit A un anneau commutatif (unitaire). Si I est un idéal de A, on appelle
radical de I 'ensemble I = {z € A; In > 1, 2" € I}.

1. Montrer que /T est un idéal de A.

2. Soient I, J deux idéaux de A et p > 1. Montrer que

VIT =VINT =VInVT, VI =VTet VIv = VI,

3.51 A=7Zet I =kZ, k > 1, déterminer le radical de I.

Exercice 8 : Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit qu’un idéal I est premier si
xy € I = x € [ ouy € l. Ondit que I est maximal si, pour tout idéal J de A tel que
IcJ,onaJ=1oulJ=A.

1. Déterminer les idéaux premiers de Z.

2. Soit I un idéal et © € A\I. Soit J l'idéal engendré par I et x. Montrer que

J={a€A; Jiel, Fke€Z, a=i+kx}.

3. En déduire que tout idéal maximal est premier.

4. Montrer que si tous les idéaux de A sont premiers, alors A est un corps.

5. Montrer que si A est principal, tout idéal premier est maximal.

6. Soit I un idéal de A. Montrer que I est premier si et seulement si A/ est intégre. Montrer
que I est maximal si et seulement si A/I est un corps. En déduire une autre preuve que I
maximal entraine I premier.

Exercice 9 : Soient A et B des anneaux commutatifs unitaires.

1.Si f: A — B est un morphisme d’anneaux unitaires, alors quel que soit () un idéal
premier de B, f~1(Q) est un idédal premier de A qui contient ker(f).

2.Si f: A— B est un morphisme d’anneaux unitaires surjectif, alors quel que soit P un
idéal premier de A contenant ker(f), f(P) est un idéal premier de B.

3. Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A, distinct de A. Les idéaux
premiers de A/I sont de la forme P/I ou P est un idéal premier de A contenant I.

Exercice 10 : 1. Dans Q[X], trouver une expression plus simple des idéaux suivants :
1) 2XQ[X] + (X + 1)Q[X].
i) 2XQ[X] N (X + 1)Q[X].
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iii) 2XQ[X].(X + 1)Q[X].

2. Déterminer un pged des polyndémes P = X* + 1 et Q = X3 + X + 1 dans Z/2Z[X] et
7.)37]X].

Dans le cas ou P et () sont premiers entre eux, trouver deux polynomes U et V tels que
UP+VQ=1.

Exercice 11 : Soit A un anneau commutatif. On rappelle que a € A* est un diviseur de zéro
sl existe b € A* tel que ab = 0. Montrer que si A posséde exactement n (n > 1) diviseurs
de zéro, alors |A| < (n+1)2. (Indication : si a € A est un diviseur de zéro, on pourra étudier
le cardinal de l'idéal I = {x € A|ax = 0}.)

Exercice 12 : On considére 'anneau
Zli| ={a+1ib|a,b e Z}.

1. Déterminer U(Z[i]) et Fr(Z][i]).
2. On considere 'application
f: Z[i| > Z/10Z
a+1b— a+ 7b.

a) Montrer que f est un homéomorphisme d’anneaux unitaire surjectif.
b) Montrer que Z[i]/(3 + i) isomorphe & Z/10Z.

¢) 3+ i est-il premier dans Z[i|?

Exercice 13 : Soit

ZIV=5] = {n+im\5|n,m € Z}.

1. Montrer que Z[y/—5] est un sous-anneau intégre de C.

2. Si a = n +imy/5, on pose N(a) = n? 4+ 5m?. Montrer que N(a) = 0 si et seulement si
a=0 et que N(a) =1 si et seulement si a = +1.

3. Montrer que N(ab) = N(a)N(b), pour tout a,b € Z[/—5].

4. Montrer que 2 est irréductible dans Z[v/—5] mais que 2 n’est pas un élément premier
(Indication : 2.3 = (1 — /=5)(1 + /=5)).

Exercice 14 : 1. Soient A un anneau intégre et (a,b) € (A*)? ayant un ppem noté m.
Montrer qu’il existe d € A tel que ab = md et que d est un pged de a et b.

2. Soit "anneau
Z[iv/5] = {n +im\/5 |n,m € Z}.

a) Déterminer U (Z[iv/5)).

b) Déterminer tous les diviseurs de 9 et de 3(2 + iv/5).

¢) Montrer que 1 est un pged de 3 et 24iv/5 et que 3 et 2+14+/5 n’ont pas de ppem. Conclure
d) Montrer que les éléments 9 et 3(2 + i1/5) n’ont pas de pged dans Z[iv/5]. 9 et 3(2 +iv/5)
admettent-ils un ppcm ?

e) Montrer que I'idéal engendré par 3 et 2 4 iy/5 n’est pas principal.

Exercice 15 : Soit A un anneau principal tel que tout suite décroissante d’idéaux est
stationnaire. Montrer que A est un corps. (Indication : considérer a un élément non nul et
la suite d’idéaux I,, = (a")).
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Exercice 16 : Soit

—1+iV3

A=) = {P(j)|P€Z[X]} on j=—

On note pour tout z € C, N(z) = |2|*.

1. Vérifier que Z[j] = {a + bj|a,b € Z}.

2. Montrer que A est un anneau euclidien.

3. Déterminer U(A).

4. On suppose que z,2’ € Z[i\/3] C A, 2/ = uz avec u € U(A) et N(z) impair. Montrer que
Mgy = u € 3Z[iV3].

5. En déduire que u € Z[iv/3] et conclure.

Exercice 17 : On note A = Z[/2] et K = Q[v/2].

1. Montrer que K est le corps des fractions de A.

2. Pour tout = a + bv/2 € K, on pose §(z) = |a* — 2b?|. Montrer que 6(zy) = 0(x)d(y)
pour tout (z,y) € K2

3. Vérifier que pour tout a € R, il existe |a] € Z tel que |a — |a] | < 3.

4. Pour tout = = a 4+ bv/2 € K, on pose [z] = |a] + [b] V2. Montrer que §(z — [z]) <
5. Montrer que A est euclidien pour 6.

Y
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3.8 Correction

Exercice 1 : 1) Comme 2% =z, alors (z+2)’ =x+z=2*+ 2>+ 2>+ 2 =z + v+ +x,
d’ou x = —z.

2) (r+y)=x+y=2*+zy+yxr +1y?% ainsi vy + yx = 0, est par suite zy = —yz = yx.
3) Si A=1{0,a,b}, alors a+ b =0, ou a ou b.

Sia+b=0,alors a = —b = b absurde.

Sia+b=a, (resp. a+b=">) alors b = 0 (resp. a = 0), absurde.

Donc |A] # 3. 4) A unitaire tel que |[A]=n > .4 On a

r(1+z)=2"+r=2+2=0 avecax#0etz+1#0.
5) Si A={0,1,a,b}, alors
l+a=b;14b=a,a+b=2a+1=1, ab=a(a+1) =0 = ba.
Soit f : Z/27Z X Z/27 — A avec

F(0,0) =0, F(1,1) =1, f(1,0) =aet £(0,1) =b.

Exercice 2 : On a (a® — a)b = b(a® — a).

1) Ainsi pour a = z +y et b = z, on trouve
Aoy + yr) = (g + ya)e
2) Pour tout (z,y) € A% on a (zy + yx)r = z(zy + yx), ainsi yz? = 22y, et par suite
wy =2’y — (2% — x)y = ya’* —y(2® —x) = ya.

Exercice 3 : Ona z"=y™ =0avecn >1et m > 1.
1) (zy)" = a™y" = 0y™ = 0.
2) (x+y)mtm = Ok akym TR = 0, car y" ™™ = 0 si k < n et 2* = 0 sinon.

3)Onal=1—-a"=(1—-2)(1+z+---+2"1), et par suite

n—1

(1—a) =Y a"

k=0

4) On a (uv)™ = 0, alors

(vu)" = v(uv)"u = 0.

Exercice 4 : 1) Z[/2] sous-anneau de R.

2) C’est évident.

3) Soit = a + by/2 un élément inversible d’inverse y, alors N(zy) = N(1) = 1, et par suite
N(z)N(y) = 1, mais (N(z), N(y)) € Z?, alors N(X) = +1. Réciproquement si N(X) = +1,

alors a+i\/§ = Z{f’;/bg = +(a — bv/2). Donc U(Z[2]) = {x € Z|\/2]| N(x) = £1}.
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Exercice 5 : 1) p(p) =p— 1.
Onap*Aq=1<= pAqg=1,orilya p*! multiplies de p entre 1 et p®, ce que implique
que
p(™) =p* —p* ' =p""(p - D).
2) Isomorphisme d’anneaux ok.

Les éléments inversibles de Z/nmZ correspondent aux couples formés par un inversible de
Z/nZ est un inversible de Z/mZ, et par suite

p(nm) = p(n)p(m).
3) On a, n = H;cVZI pgkv d’ou

o) = T~ e = 1) = (1 - Zjl) (1 pp

Exercice 6 : 1) Ona I +J < A.
Pour touta € Aetz=i+j€l+J ona

ar =ai+aj € I + J,

d’ou I + J est un idéal de A.
Onal-J#Qcar0-0=0¢€ IJ, soit (x,y) € (I -J)? alors

n m n+m
.. Ay ..
r—y= Zlk]k - Z%J@ = Z kJk

avec iy, = —ij,_, et jr = —jp_, pour n +1 <k <n+m. Donc I - J < A. De plus pour tout
acA

n

ar = Z(az’k)jk el-J

k=1
2) Soit x = 3}, ixJx € I - J, alors pour tout k, on a igj, € I car I idéal est comme I < A,
alors x € J, de méme x € J. Donc [ - J C INJ.
3) Soit x € (I +J)-(INJ),alors

:E:Zakbk avecap, € I +Jetb,elnJ
k=1

de plus ay = iy + jg, et par suite agby = ixby + jrxbp € I - J. Donc (I +J)-(INJ)C - J.
4)Onal+J=AetI-JCINJ Soit x € INJ, comme A unitaire, alors

r=1l-z=(i+j)r=ix+ijel-J

Donc I-J=1NJ.
Exercice 7 : 1) Comme [ est un idéal de A, alors 0 € I, et par suite 0 € V1, ainsi VI # 0.
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Soit (x,y) € (VI)?, d'ot il exite (n,m) € N? tel que 2" € I et y™ € I, montrons que
z—y € VI, en effet, on a

n+m

(x—y)" = > COF,, (= 1) Rk ()t
k=0

si k < n, alors y"™™m k€ [ et (—=1)"""*zF € A comme I est un idéal de A, ainsi
(—1)rtm=hgh(y)rtm=k ¢ T de méme si n < k. Donc I < A. Soit (a,z) € A x VI, on a
2" € I, et par suite (azx)" = a”2" € I. D’ott v/T est un idéal de A.

2) D’apres l'exercice 6, on I - J et I NJ sont deux idéaux de A, ainsi 1) implique que VI - J
VI - J sont deux idéaux de A.

Soit x € I - J, alors il existe n tel que 2™ € I - J avec

" = Zakbk avec ay € I et by, € J,

d’ou 2™ € I N J, ce que implique que x € VI N J.

Soit € /I N J, ainsi il existe n tel que 2 € I N J, ’est-a-dire z € VI NV J.

Soit y € VI N+V.J, alors il existe n et m tel que y" € I et y™ € J, et par suite y"t" =
y'y"el-J douyevI-J. En conclusion

VI-JcVInJcVInVIcVI-J.

On a I C V1, ainsi VI C \/V/1. Soit x € \/V/I, alors il existe n tel que 2" € /1, et par suite

il existe m tel que (z)™ = 2™ € I, d’ott 2 € v/I. Donc VI = \/ﬁ

3) On a z € VEZ si et seulement si il existe n tel que 2" € kZ, c'est-a-dire, k divise 2™,
mais comme k = pi*---p%, alors p; divise 2™, ce que implique que p; divise x pour tout
1<i<r.Douxé€ (p - pr-)Z. Réciproquement si z € (py---p,)Z, alors x = p;---p.m.
Notant n = max;<;<, o, alors k divise 2", d’ou

VELZ = (p1---p,)L.

Exercice 8 : 1) Soit I = nZ un idéal premier de Z. Si n n’est pas premier, alors n = ab

avec 1 < a,b < n, ainsi a € I ou b € I, et par suite a ou b est un multiplie de n absurde. n
premier.
Si n premier, soit xy € I, c’est-a-dire, n divise xy, ainsi n divise x ou y ce que implique que
x € I ouy € I. Donc nZ premier si et seulement si n premier.
2) On pose

K={acA|JielkeZ,a=1i+kz},

on a K un idéal de A avec I C K et x € K, alors J C K.
Soit J' un idéal de A tel que I C J' et x € J', ainsi K C J'. Donc K le plus petit idéal de
A contenant I et z, d’ou

K=J
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3) Soient M un idéal maximal de A et xy € M tel que z ¢ M. Montrons que y € M?
Soit J l'idéal engendré par M et x, comme M maximal et M & J, alors A = J. Or d’apres
2) tout élément de J s’écrit i + kx, et par suite

Jo1l=14+kr = y=vyi+ kxy € M.

4) On a {0} est un idéal premier, si zy = 0, alors x = 0 ou y = 0, et par suite A est inteégre.
Soient # € A* et I 'idéal engendre par 22, ainsi x € I, d’ou il existe b € A tel que z = ba?,
et par suite

z(l—bzx)=0

comme A integre et x # 0, alors bx = 1, donc A est un corps.
5) Soit I un idéal premier, mais comme A principal, alors il existe a € A tel que

I =(a).

Soit J un idéal de A tel que I C J, or A principal d’ou J = (b), ainsi a = bc avec ¢ € A.
Comme [ premier, alors
bel = (b)Ccl = I=1J

ou bien
ce€l = c¢=zxa=bxc

or A principal, d’ou integre, ainsi bx = 1 ce que implique que b € U(A), et par suite J = A.
Donc I maximal.

6)
A/l integre <= 7y =0 <= T=00uzr =0 < z€louy €l < [ premier.

7) A/I est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A/I, or les idéaux de
A/I sont en bijection avec les idéaux de A contenant I, c’est-a-dire, A/I est un corps si et
seulement si les seuls idéaux de A contenant I sont I et A, c¢’est-a-dire I maximal.

Si [ maximal, alors A/I corps et par suite anneau intégre. Donc I premier.

Exercice 9 : 1) On a ker(f) C f71(Q), soit ab € f~1(Q) tel que a ¢ f~(Q). Montrons que
be f7HQ). Comme ab € f~HQ), alors f(ab) = f(a)f(b) € Q avec f(a) ¢ Q, ainsi f(b) € Q
car () premier, et par suite, b € f~1(Q).

2) Comme f surjectif, alors f(P) est un idéal de B. Soit zy € f(P) tel que = ¢ f(P),
montrons que y € f(P)?

On a 2y = f(a)f(b) =
y € f(P).

3) On a

f(ab) € f(P), ainsi ab € P, or a ¢ P, d'ou b € P, et par suite,

A — A/l

a—a+1 morphisme d’anneaux surjective avec ker(w) = 1.

Si P est un idéal premier de A tel que I C A, alors 7(P) = P/I est un idéal premier de A/I.
Exercice 10 : 1) Puisque Q[X] est un anneau principal, alors
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(P)+ (@) =pAQ) e (P)N(Q)=(PVQ),
et par suite
2X)+(X+1)=(1)=Q[X], (2X)Nn(X+1)=2X(X+1)Q[X]

et d’apres l'exercice 6, on a (2X)(X +1) = 2X)N(X +1) =2X(X + 1)Q[X].
2) Dans Z/2Z, on a

P=XQ+X’+X+1 e Q=X’4+X+DX+D+X

de plus
X2+ X+T=XX+1)+T,
d’ou
PAQ=1
avec

T=X’4+X+1T-XX+D)=P-XQ-[Q—(P-XQ)X+T=XP+---.
Dans Z/3Z, on a
P=XQ+2X*4+2X+1 et Q=02X*+2X+1)2X+1),
et par suite
PAQ=2X?+2X +1.
Exercice 11 : Soient a un diviseur de zéro et
p:A— A
T — ar morphisme de groupes

avec
ker(p) ={r € Alar =0} =1 qui est un idéal de A.

Pour y € Im(yp), on a y = ax or a est un diviseur de zéro, alors il existe ¢ € A* tel que
ac = 0, et par suite yc = axc = acx = 0. Donc Im(yp) ne contient que 0 et des diviseurs de
zéro. Or A possede n diviseurs de zéro, ains card(Im(y)) < n+ 1. Mais d’apres le premiére
théoréme d’isomorphisme A/I ~ I'm(p). Donc

card(AJ/I) <n+1 et card(l)<n-+1,

et par suite card(A) < (n+1)2.

Exercice 12 : 1) Soit x = a + ib € U(Z]i]), alors il existe y = ¢+ id € Z[i] tel que zy = 1,
et par suite |zy|? = |z|*|y|? = 1, c’est-a-dire, (a®+ b?)(c* + d?) = 1 avec (a, b, c,d) € Z*, d’ou
a’® + b =1, ce que implique que @ = £1 ou b = 1. Donc

U(zli)) c {-1,1,i,—i}.
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D’autre part
{-1,1,4,—i} C U(Z]i]).
Donc
Par définition, on a
Fr(zli]) ={x/y|x € Zli], y € (Z[i])"}.
Soit x/y € Fr(Z[i]), tel que x = a+ ib et y = ¢+ id avec (c,d) # (0,0). Alors

ac+bd+ibc—ad
C2+d2 02+d2

z/y = € Q[i],

d’ou Fr(Z[i]) € Q[i]. Soit a + i € Q[i], alors a = a/b et B = ¢/d, ce que implique que
a+if = 24t ¢ Fr(Z[i]). Donc

2) a) On a

fle+y) =fllat ) +ilb+d)] =a+c+7(00+d) = f(z)+ fy),

f(zy) = fl(ac — bd) + i(ad + bc)] = ac — bd + T(ad + be) = (a + Tb)(c + 7d) = f(x)f(y)

et
1) =1,

ainsi f est un morphisme d’anneaux unitaire. De plus pour tout § € Z/10Z, on a y = f(y),
d’ou f surjectif.
b) On a

ker(f) = {z € Z[i]| f(z) = 0},
soit = a + ib € ker(f), alors a + 7b = 0, ainsi il existe k € Z tel que a + 7b = 10k et par
suite

=10k —Th+ib=(3+d)(3 - i)k + (i —T)b=(3+0)(3— )k + (3+1)(i — 2)b
= (3493 =ik + (i —2)b]

ce que implique que
ker(f) C (3 +1).

De plus f(3 + i) = 0 alors (3 +1i) C ker(f). Donc ker(f) = (3 + i) et plus le théoreme
d’isomorphisme, on obtient

Z[i)/ (34 1) ~ Z/10Z.
c) Comme Z/10Z n’est pas intégre (2-5 = 0), alors Z[i]/(3+14) n’est pas integre, et par suite
(3 4+ 4) n’est pas idéal premier, d’ou 3 4 ¢ n’est pas premier.
Exercice 13 : 1) Evident.
2) Evident.
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3) Evident.
4) Supposons que 2 = ab, alors N(ab) = N(a)N(b) = N(2) = 4, ainsi N(a) = N(b) = 2
(non) ou N(a) =4 et N(b) =1ou N(a) =1et N(b) =4. D’ou N(a) =1 ou N(b) = 1. Donc
a € U(Z[\/=5]) ou b € U(Z[\/-5]), ainsi 2 irréductible.
2 n’est pas premier car 2 divise (1—4+/5)(1414+/5) avec 2 ne divise pas (1 —iv/5) et (1+iv/5)
car N(1 —iv/5) = N(1+iy/5) = 6.
Exercice 14 : 1) Comme a/ab et b/ab, alors m/ab, et par suite il existe d € A tel que
ab = md. Montrons que d = a A b7
Comme a/m et b/m, alors m = aa = b, ce que implique que ab = md = aad = fbd et le
fait que A integre, on obtient b = ad et a = 5d, d’ou d/a et d/a. Soit ¢ € A tel que ¢/a et ¢/b,
c’est-a-dire, a = cu et b = cv. Comme a/cuv et b/cuv, alors m/cuv, ainsi cuv = mt = aat.
Donc v = at, or acv = ab = md = «aad, et par suite cv = ad = cat, d’ou ¢t = d. Donc ¢/d.
2) a)

U(Z[iV5]) = {—1,1}.

b) Soit 2 = a + ib\/5 tel que x/9, alors il existe y tel que
(a® + 5b%)(c* + 5d*) = 81,

et par suite
a®+5b* € {1,9,81}  car a® +5b% # 3 et de 27.

Donc les diviseurs de 9 sont : +1, £3, 49, £(2 +iv/5) et +(2 — i1/5).
De méme on montre que les diviseurs de 3(2+1i+/5) sont +£1, £3, +(2+i/5) et £3(2+14v/5).
c) Soit x € Z[iv/5] tel que /3 et x/(2 + i\/5), or les diviseurs de 3 : £1 et +3 puisque 43
ne divise pas /2 +iy/5, alors x = 1. Donc 1 = 3 A 2 + iv/5.
Supposons que m = ppem (3,2 4 i1/5), alors m divise 3(2 +iv/5) (car 1 = 3A24iV/5) et m
divise 9, puisque 3/9 et 2 +i/5/9 (d’aprés b)) avec 1 = 3 A 2 +4+/5, ainsi m/3(2 + iV/5).
D’apres b)

m € {+1, 43, +(2 + iV5)},

mais 3 ne divise pas 1 et 4(2 +iy/5) aussi £(2 +i+/5) ne divise pas +3. Donc 3 et 2 +1i/5
n’ont pas de ppcm dans Z[iv/5]. D’ott Z[iv/5] n’est pas principal.
d) Supposons que d = 9 A 3(2 +i1/5), ainsi d’apres b)

d e {+1,+3,+(2+iV5)},

on d # +1 car 3/d, d # +3 puisque (2 +iv/5)/d et d # £(2 +i\/5) car 3/d. Donc 9 et
3(2+iv/5) n’ont pas de pged et par suite 1) implique que 9 et 3(2+4v/5) n’ont pas un ppcm.
e) Supposons que (3,2 +1iy/5) = (), alors /3 et /(24 i1/5) ainsi d’apres ¢) x = 1. Donc
(3,2 4 4v/5) = Z[i\/5], en particulier, on aura

1=3(a+ibV5) + (2 +iV5)(c + idV5),

d’ou
3a=2c—5d=1 et 3b+2d+c=0
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ainsi

1=3(a+b+c—d) absurde car (a,b,c,d) € Z*.

Exercice 15 : Soient a € A* et I,, = (a™), alors I,,41 C I,,, ainsi il existe p tel que I,+1 = I,.

En particulier
a? = a’ 'y = a’(1 — au) =0

comme A integre et a? # 0, alors a inversible. Donc A corps.
Exercice 16 : 1) On a j° =1, 1+ j + j* = 0 et pour tout P € Z[X], on a

P=QX*’+X+1)+R  avec R=aX +b.
2) Soit N(a +bj) = a® —ab+b? = (a + bj)(a + bj?) € N. Soit (z, ) € Z[j] x Z[j]*, alors
ax = (a+bj)(c+dj) = ac—bd+j(bc+ad—bd) = N(az) = N(x)N(a) > N(x) car N(a) > 1.

Soit (z,2') € (Z[j]*)?, alors £ = z/2' = x +yj € Q[j], et par suite il existe (a,b) € Z* tel que
|z —al <1/2et |y —b] < 1/2, ainsi

N(@—a+(y—b)j)=(r—a)’ +(y—b)’—(r—a)ly—b) <3/4<1

et
2= (a+bj) + 2 —a+ (y - b)j).

Donc Z[j] est un anneau euclidien.
3) Soit a + bj = x € U(Z[j]), alors N(x) = 1 si et seulement si a® + b*> — ab = 1. Donc
(2a — b)2 4+ 3b* = 4, dou U(Z[j]) € {£1+bj|b € {0,1,—1}}, de plus 'autre inclusion est
évident. Donc

U(Z]j]) ={x1+bj|be{0,1,—1}}.

4) Ona &5 =2 =ue AC1/2Z[iV3].

N(z) ==

5)Onau= J\?g) = 2 avec a € Z[iv/3], d’ott 2 divise aN(z) or 2 A N(z) = 1. Donc 2 divise

a, et par suite u € Z[iv/3].

Exercice 17 : 1) K corps contient A et que s’injecte dans tous corps qui contient A. Donc
K = Fr(A).

2) Evident.

3) Evident.

4) On a

5z —[2]) = 6(a— a] +V2(b—[b]) <1/4+2-1/4 < 3/4.
5) Soit (z,2') € ((Z[v/2])*)?, alors z/2' € K avec

/2 =2/ + (2/7 = [2/Z]),

et par suite z = gz’ +7 avec ¢ = [2/2'] € Z[V2] et r = 2/(2/2' —[2/7']), de plus N(r) < N(2').
Donc A est un anneau euclidien pour 9.
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